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Предисловие 
 

 
 
Дискретная математика — одно из самых динамично разви-

вающихся направлений современной математики, и тотальная 
компьютеризация всех областей нашей жизни приводит к посто-
янному росту спроса как на программистов, так и на специали-
стов, разрабатывающих математические основы компьютерных 
технологий.  

Важным моментом усвоения математики и овладения еѐ мето-
дами является самостоятельная работа учащегося. Система ин-
дивидуальных заданий активизирует самостоятельную работу 
студентов и способствует более глубокому освоению курса и от-
работке приѐмов решения задач.  

Всем, имеющим отношение к преподаванию дискретной ма-
тематики, знакомы, ставшие классическими, задачники: “Зада- 
чи и упражнения по дискретной математике” Г. П. Гаврилова  
и А. А. Сапоженко, “Алгебра логики в задачах” С. Г. Гиндикина, 
а также “Задачи по теории множеств, математической логи- 
ке и теории алгоритмов” И. А. Лаврова и Л. Л. Максимовой, но  
в настоящее время ощущается потребность в задачниках по дис-
кретной математике, содержащих серии однотипных задач для 
выполнения студентами индивидуальных заданий.  

Настоящий сборник отражает многолетний опыт работы авто-
ра, приобретѐнный им в Самарском государственном аэрокосми-
ческом университете им. С. П. Королѐва при чтении лекций,  
а также при ведении практических занятий по курсам “Диск- 
ретная математика” и “Математическая логика и теория алго- 
ритмов”.  
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Система индивидуальных заданий, практикуемая в СГАУ  
с 80-х годов прошлого века, хорошо себя зарекомендовала. При 
проведении практических занятий студенты активно участвуют в 
решении и разборе задач, аналогичных тем, что им придѐтся вы-
полнять индивидуально. Большинство разделов курса дискретной 
математики подкреплено и проиллюстрировано индивидуальны-
ми заданиями, и самостоятельное решение студентами задач по-
могает им лучше усвоить теорию и получить практические навы-
ки работы с объектами, являющимися предметом изучения 
дискретной математики. Выполнение комплекса задач, вошед-
ших в данное пособие, даѐт возможность студентам освоить ба-
зовые понятия дискретной математики, прочувствовать связи 
между ними и отработать приѐмы решения основных типов задач 
данного предмета.  

Каждое задание даѐтся в 30 вариантах, и для каждого задания 
в сборнике приведѐн образец решения, что может помочь студен-
там внимательно разобрать предлагаемые способы решения задач 
и грамотно оформить выполненные индивидуальные задания.  

Данное пособие может быть также полезно для вузов, практи-
кующих заочную форму обучения, а также для всех энтузиастов, 
решивших изучить дискретную математику самостоятельно. 

Пособие состоит из 6 глав: 
 Множества, графики, соответствия, отношения; 
 Булевы функции; 
 Теория алгоритмов; 
 Предикаты; 
 Комбинаторика; 
 Конечные автоматы. 

В начале каждой главы вводятся понятия, даются определения 
и формулировки теорем, используемых при выполнении заданий, 
что практически исключает необходимость привлечения допол-
нительной литературы по рассматриваемой тематике.  

Некоторые задачи, вошедшие в пособие, возникли “тиражиро-
ванием” идей, встречавшихся в классических задачниках по дис-
кретной математике, другие — в процессе чтения автором курсов 
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“Дискретная математика”, “Основы дискретной математики”  
и “Математическая логика и теория алгоритмов” в Самарском 
государственном аэрокосмическом университете им. С. П. Ко-
ролѐва и общения со студентами.  

Приношу благодарность всем, вдохновившим меня на этот 
труд: авторам, идеи которых получили развитие в данной книге, 
и своим студентам, чья заинтересованность и свежесть взгляда 
повлияли на материал, представленный в данном сборнике. 

 
 



 

 

Глава 1 
 

Множества, графики,  
соответствия, отношения 

1.1. Операции над множествами  
 

Запись Ax  означает, что элемент x  принадлежит множест-
ву .A  Если x  не является элементом множеств ,A  то пишут 

Ax  или Ax . Два множества A  и B  считаются равными, ес-
ли они состоят из одних и тех же элементов. Будем писать ,BA  
если Aи B равны и BA  в противном случае. 

Множество называется пустым и обозначается , если оно не 
содержит элементов. 

Будем говорить, множество A включено в множество ,B  и пи-
сать ,BA  если каждый элемент множества A является элемен-
том множества B . В этом случае A  называется подмножеством 
множества B . Считается, что для любого A  справедливо вклю-
чение .A  

Если BA и ,BA то будем писать BA  и говорить, что 
множество A  строго включено во множество .B  

Семейство всех подмножеств данного множества A  обозна-
чается ).(AP  

Мощностью конечного множества A  будем называть число 
его элементов. Мощность конечного множества A  обозначает- 
ся || A . 

Объединением множеств A  и B называется множество 
  Ax|xBA { или }Bx . 
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Пересечением множеств A и B называется множество 
  Ax|xBA {  и }Bx . 
Разностью множеств A и B называется множество 
  Ax|xB\A {  и }Bx . 
Если все рассматриваемые множества являются подмножест-

вами некоторого универсального множества U , то разность AU \  
называется дополнением Aи обозначается A . 

Симметрической разностью множеств A и B называется мно-
жество  )\()\( ABBABA . 

Будем говорить, что множества A и B находятся в общем поло-
жении, и писать A  B , если существуют такие элементы ,,, cba  
что Aa и ,Ba  Bb и ,Bb  Ac  и .Bc  
 

Задание 1.1.1 
1. Справедливо ли в общем случае утверждение: если A B   

и B C  и C D , то A D ? 
2. Может ли при некоторых ,A ,B C и D  выполниться набор 

условий: A B  и B C  и C D  и A D ? 

Таблица 1.1.1 

№      №      №     

1      11      21     

2      12      22     

3      13      23     

4      14      24     

5      15      25     

6      16      26     

7      17      27     

8      18      28     

9      19      29     

10      20      30     
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Примеры решения задания 1.1.1  
 
Пример 1.  
а) Справедливо ли в общем случае утверждение :  
если ,BA  CB  и ,DC  то DA ? 
Пусть .Ax  Так как ,BA  из определения включения сле-

дует, что .Bx  Так как Bx и ,CB  то .Cx  Так как Cx  
и ,DC  то .Dx  Итак, из того, что произвольный элемент 

Ax  следует, что .Dx  На основании определения заключаем, 
что ,DA  то есть данное утверждение верно. 

б) Может при некоторых ,A ,B C и D  выполняться набор ус-
ловий: ,BA  CB  и ,DC  и DA ? 

Да, может. Это следует из справедливости утверждения в пун-
кте а). 

 Примером могут служить множества },{xA  },{ y,xCB  
}.{ z,y,xD  Тогда },,{}{ yxx  },{}{ y,xy,x },,{},{ zyxyx   

и }{}{ z,y,xx . 
 
Пример 2.  
а) Справедливо ли в общем случае утверждение:  
если ,BA  CB  и ,DC  то DA ? 
Пусть },{xA  },,{ yxB  },}{{ z,y,xC  }},},,{{{ wzyxD . 
Тогда },{}{ yxx  и }},},,{{{}},,{{},{ wzyxzyxyx .  
Но в то же время неверно, что }},},,{{{}{ wzyxx , так как 

единственный элемент x  множества A  не является элементом 
множества ,D  состоящего из элементов }},,{{ zyx и w . Итак, ут-
верждение из нашего примера 2а) в общем случае неверно. 

б) Может ли при некоторых ,A ,B C и D  выполняться набор 
условий: ,BA  ,CB  DC  и DA ? 

 Да, может. Например, ,A  },{xB  },}{{ y,xC  
}},},{{{ zyxD .  

Тогда },{x  },}{{}{ y,xx  }},},{{{}},{{ zyxyx  и в то же 
время }},},{{{ zyx . 
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Задание 1.1.2 
Для универсального множества },5432112345{ ,,,,,,,,,U  

множества ,A  заданного списком, и для ,B  являющегося множе-
ством корней уравнения 0234 xxxx . 

1. Найти множества: ,BA  ,AB  ,\ BA  ,\ AB  ,BA  ,B  
.ABAC )(   

2. Выяснить, какая из пяти возможностей выполнена для мно-
жеств A  и C : ,CA  или ,AC  или ,CA  или ,CA  
или A  B . 

3. Найти )(BP  и .|BP| )(  

Таблица 1.1.2 

№ А      № А     

1 –1,1,4,3 1 –12 –28 –16  16 –1,1,2,3 –3 –3 7 6 

2 –1,1,2,3 7 13 –3 –18  17 –1,1,3,2 –7 12 4 –16 

3 –1,1,3,4 –2 –12 18 27  18 –2, –1,2,4 –1 –7 13 –6 

4 –1,1,2,3 0 –17 36 –20  19 –1,1,2,3 –4 3 4 –4 

5 –2,1,3,4 0 –11 –18 –8  20 –1,1,2,3 –5 –3 13 10 

6 –1,1,4,5 3 –9 –23 –12  21 –3,5,3,4 –11 39 –49 20 

7 –3,–1,1,2 –2 –7 20 –12  22 1,2,3,4 –6 8 6 9 

8 –4,–1,1,2 0 –11 18 –8  23 –1,–2,1,2 –3 –2 12 –8 

9 –2,–1,3,5 3 –7 –15 18  24 –1,2,5,4 0 –9 –4 12 

10 –3,–1,1,2 5 1 –21 –18  25 –1,–2,–3,1 –4 –10 28 –15 

11 –2,2,3,4 2 –7 –20 –12  26 1,4,2,3 3 –3 –7 6 

12 –3,–1,2,4 –2 –15 –4 20  27 –1,1,2,4 1 –12 4 16 

13 –1,–3,2,3 –5 1 21 –18  28 –1,1,2,3 –2 –4 2 3 

14 –4,–3,1,2 1 –7 –13 –6  29 –1,4,2,3 –4 –2 12 9 

15 –5,–1,1,3 6 0 –22 15  30 –1,2,3,4 3 1 –3 –2 



Множества, графики, соответствия, отношения 9 

Пример решения задания 1.1.2  

Решим задание 1.1.2 для }4321{ ,,,A  и уравнения  

  0323267 234 xxxx . 

 Сначала найдѐм множество B  корней данного уравнения. 
Подбором устанавливаем, что корнем исходного многочлена 

323267 234 xxxx является 1; поделив этот многочлен на 
1x , получим многочлен 326 23 xx . 
Также подбором устанавливаем, что –2 является корнем мно-

гочлена 326 23 xx  и делим этот многочлен на .x 2  Получим 
многочлен .xx 1682  Его корни совпадают и равны 4.  

Итак, множество B  найдено, }.412{ ,,B Теперь решаем 
пункты 1—3 данного задания.  

1. },43124{ ,,,,BA 2,1},{AB  

4,3},{B\A  ,A\B }4{   

},4,3,4{BA  },5,3,2,1,3,4,5{B   

4}2,3,{1,}434{ ,,A)BA(C ={4} {1,–2}={–2,1,4}. 

2. Так как A4  и ,4 C  C4 и ,A4 ,1 CA  значит, 
A  B .  

3. 2,1,4}}.{{1,4},2,4},{2,1},{{4},{1},2},{,{)(BP  

Как видим, )(BP  содержит 8 элементов, т. е. .|BP| 8)(  
 
 

Задание 1.1.3 
Пусть ,A  B  и C  — множества точек плоскости, координаты 

которых удовлетворяют условиям ,  и  соответственно. Изо-
бразите в системе координат yx0  множество D , полученное из 
множеств ,A  B  и C по формуле . 
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Таблица 1.1.3 

№ Условия № Условия 

1 

0622 yyx  

2 

04
x

y  

012xy  02522 xy  

23;6|| yx  1||;1|| yx  

CBA )(  C\BA )(  

3 

xy0  

4 

1||;5|| yx  

13;62 yx  5||;1|| yx  

01822 xyx  01622 xy  

C\BA )(  CBA  

5 

012xy  

6 

04
x

y  

032xy  04
x

y  

0x  02522 xy  

\CBA )(  C\BA )(  

7 

0422 xyx  

8 

014xy  

0422 xyx  xy0  

2||;2|| yx  0422 xyx  

CBA )(  CBA )(  

9 

052xy  

10 

0922 xy  

0622 yyx  16;4|| xy  

0x  0y  

)(\ CBA  CBA \)(  
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Таблица 1.1.3 (продолжение) 

№ Условия № Условия 

11 

0yx  

12 

062xy  

0yx  2||;2|| yx  

422 yx  yx  

CBA )(  CBA  

13 

xy sin  

14 

3yx  

5,0y  3yx  

2y  2||;5|| yx  

CBA )(  C\BA )(  

15 

05
x

y  

16 

0622 yyx  

02
x

y  012xy  

1y  24;4|| yx  

C\BA )(  )C\B(A  

17 

02522 yx  

18 

xy0  

04
x

y  13;62 yx  

0422 yx  01822 xyx  

CB\A )(  CBA )(  

19 

1||;5|| yx  

20 

022 yx  

5||;1|| yx  042 yx  

1622 yx  1y  

CBA )(  C\BA )(  
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Таблица 1.1.3 (окончание) 

№ Условия № Условия 

21 

5||;5|| yx  

22 

052xy  

44
x

y  0622 yyx  

04
x

y  0y  

)(\ CBA  CBA )(  

23 

02 yx  

24 

062xy  

0yx  422 yx  

2||;2|| yx  yx  

CBA )(  CBA )\(  

25 

4||;4|| yx  

26 

yx cos  

2522 yx  5,0x  

0y  0y  

)C\B(A  CBA )(  

27 

042xy  

28 

012xy  

04;2|| yx  032xy  

122 yx  322 yx  

C\BA )(  CBA \)(  

29 

04
x

y  

30 

13;62 yx  

02522 yx  xy0  

3||;4|| yx  012 22 yxx  

)\( CBA  CBA )(  
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Пример решения задания 1.1.3 

Пусть ,A  B  и C  — множества точек плоскости, координа-
ты которых удовлетворяют условиям yx 2 , 422 yx  и 

2||;2|| yx  соответственно. Изобразите в системе коорди-
нат yx0  множество ,D  полученное из множеств ,A B  и C по 
формуле ).( CB\A  

Множество B  представляет из себя множество точек круга 
радиуса 2 с центром в начале координат, включающего границу, 
A  – множество точек плоскости, расположенных выше и на пря-
мой 2xy , и C  — множество точек, лежащих внутри и на 
границе квадрата 2||;2|| yx .  

Отметим горизонтальной штриховкой множество ,B C   
а вертикальной — множество A  (рис. 1.1.3, а). 

Удалив из области, помеченной вертикальной штриховкой, точ-
ки области, помеченной горизонтальной штриховкой, мы получим 
множество точек, образующих D . Изобразим результат, отметив 
точки множества D  вертикальной штриховкой (рис. 1.1.3, б). 

 
Рис. 1.1.3 

Задание 1.1.4 
 1. Существуют ли множества ,A ,B X  такие, что выполняется 

набор условий ? 
 2. Существуют ли множества ,N ,E P  такие, что выполняется 

набор условий ? 



Глава 1 14 

Таблица 1.1.4 

№   

1 BBABABX ,\\  PEPNEN \,\\  

2 BABXBAB ,\  PNENPE \,\\  

3 XBXAAB ,\  NPNEEN ,  

4 BAXXB ,\\  NEPENEP \)(,\\  

5 XBXABA \,  NPNENP ,\\  

6 BAXABXA ,\\\  ENEPNNP \,\)\(  

7 XAABXA ,\\  NPPEEN \,  

8 AXXABXA \,)\(\  ENPPENP ,\\  

9 AXXABBX \,)\(\  NPNENNE ,\\  

10 BXBBXA ,\\  ENEPNP ,\  

11 ABXABBAX ,\\)\(  NEEPPEEN \,\\\  

12 BXAXB ,\  ENPNENP ,\  

13 BXABXA ,\)\(  EPEPN ,\  

14 XABXA ,\  EENENEP ,\\  

15 BXAXBA \,\\  EEPPNNP ,\\\  

16 BAABAXXA ,\  ENEPNPN \,\)(\  

17 AXBAXB \,  PPNENEP ,\\  

18 BBXXBAB ,\\\  EPPNNP ,\  

19 AXABXBX \,\)\(  NPENPE \,  

20 ABAXBA \,\  PNNEPN ,\\  

21 BAXABX \,\\  ENEPENE ,\  

22 BXXABA \,\\  PPNPNPE ,\\  
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Таблица 1.1.4 (окончание) 

№   

23 AXBXAXB \)(,\\  NPEEN ,\\  

24 ABAXAB ,\\  ENEPNP \,  

25 XAXBAAB \,\)\(  NPEPNEP ,\\\  

26 ABBXXA \,  EPPNEP ,\\  

27 XABBXAB ,\\  PEEPNEP \,)\(\  

28 ABAXAAX ,\\  PEEPNNE \,)\(\  

29 XAXBAB ,\  NENNEP ,\\  

30 ABABXA ,  ENEPPN ,\  
 
 

Пример решения задания 1.1.4 
 1. Существуют ли множества ,A ,B X такие, что выполня-

ется набор условий: ,BA  ,AX  A\B  ? 
 Изобразим множества ,A ,B X в ви-

де прямоугольников, расположенных на 
плоскости в общем положении, и по-
ставим в каждой области, на которые 
плоскость разбита прямоугольниками, 
по одному символу: символ 4, напри-
мер, обозначает список всех элементов, 
попавших во множества A  и ,B  но не 
попавших в ,X  и т. д. Теперь составим 
множества ,A  ,B  X  и универсальное 
множество U  (рис. 1.1.4):  

 },87654321{ ,,,,,,,U  },5421{ ,,,A  },7654{ ,,,B  }.7532{ ,,,X  
Изменим множества ,A  ,B  X  так, чтобы выполнились условия 
нашего задания. 

 Из того, что BA , следует, что множество )(\ BAU  
не должно содержать элементов, т. е. из U  удаляем 8 и 3.  

 

 
 Рис. 1.1.4 
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Чтобы выполнилось условие ,AX  нужно удалить элемен-
ты списков 1, 4, 7. Tогда получится, что множества ,A  ,B  X   
и U имеют следующий вид: ,}5,2{ XA },65{ ,B }.652{ ,,U  
Заметим, что для этих множеств .A\B }6{  

Если под символами 2, 5 и 6 будем понимать соответствую-
щие числа, то мы получим конкретный пример множеств ,A  ,B  

,X  для которых выполнены все условия заданного набора требо-
ваний. 

 

2. Существуют ли множества ,N ,E  P  такие, что выполняется 
набор условий: ,\\ EPNE  ?\ NP   

Попробуем построить множества ,N ,E  P  так же, как мы это 
делали в п. 1. Пусть },5421{ ,,,N  },7654{ ,,,E  }.7532{ ,,,P   
Чтобы выполнилось условие ,\ NE  удаляем элементы спи-
сков 6, 7. Для выполнения условия EP \  удаляем элементы 
из списков 2, 3. Но тогда множество NP \  не будет содержать 
элементов. Итак, мы показали, что этот набор условий противо-
речив, т. е. не существует множеств ,N  ,E  P  таких, что выпол-
нены условия упражнения. 

Задание 1.1.5 
Выяснить взаимное расположение множеств ,D  ,E  ,F  если 

,A  ,B  X  — произвольные подмножества универсального мно-
жества .U  

Таблица 1.1.5 

1 

D XB  

2 

D XBXABA )\()(  

E ))(\()( BAXXB  E XBA  

F ))\(()( AXBXB  F )()( ABXB  

3 

D )()( ABXA  

4 

D XAXB )(  

E XA  E )()\)(( BXAXB  

F )\()()\( AXXBXA  F XA  
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Таблица 1.1.5 (продолжение) 

5 

D XABABX )\()(  

6 

D )( BXBA  

E XBA  E ))\(()( ABXAB  

F BXAXA B )()(  F XA  

 

 

7 

D )\( BXXA   

 

8 

D BAXA )\(  

E )()\( AXAXB  E )\)\(()( XBAAB  

F BXA  F BXA )\(  

 

9 

D )( BAXA   

10 

D )\()\( BXAXB  

E )\)\(()( XBAXA  E )( BXXA  

F XA  F XA  

 

11 

D )\()( AXA B   

12 

D ))\(( ABXXA  

E )\)(()\)(( ABXBXA  E )\)\(()( ABXBA  

F )\( BAA  F BA  

 

13 

D )\( BXXA   

14 

D )()( BXA B  

E XA  E BA  

F ))\(()( BAXXA  F )\()()\( BAXAAB  

 

15 

D )( AXBA   

16 

D XAABBX )\()(  

E BA  E B)(X)XA(  

F (( ) \ ) ( )X A B X A  F BXA  

 

17 

D BAXBXA )\()(   

18 

D XBXA )(  

E BXABX B )()(  E BA  

F BAX  F ))\(()( BXAXB  
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Таблица 1.1.5 (окончание) 

 

19 

D )\( XAA B   

20 

D )\( ABBX  

E AXB  E XAB )\(  

F B)(AB)\XA(  F )\)\(()( AXBXB  

 

21 

D BA   

22 

D )( AXBA  

E )\)\(()( AXBBA  E )\( BAA  

F )( BXBA  F ( \ ) ( \ )A X B A X  

 

23 

D BXB )\(   

24 

D ))\(( BXAXB  

E )\()( BAXB  E XB  

F )\)(()\)(( BAXXAB  F ( ) (( \ ) \ )B X A X B  

 

25 

D XB   

26 

D XAXBA ))\((  

E ))(())(( BAXBX B  E ))(\()( BXAXA  

F )()( XBAB  F XA  

 

27 

D XAABBX )\()(   

28 

D )( AXBA  

E XBA  E )()\)(( AXBAX  

F AXBX )(  F AB  

 

29 

D )()( BXBA   

30 

D BXXA )(  

E AB  E ))\(()( BXAXB  

F )\()()\( ABXABA  F AB  
 
Пример решения задания 1.1.5 

Выяснить взаимное расположение множеств:  
),()( B\AX\BD  )),(( X\B\AE  ,BAF  если ,A ,B X  — про-

извольные подмножества универсального множества U .  
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Возьмѐм множества ,A  ,B  ,X  находящиеся в общем поло- 
жении:  

},5421{ ,,,A  },7654{ ,,,B  }.7532{ ,,,X  В нашем случае, как 
и при решении задания 1.1.3, цифры обозначают соответствую-
щие списки переменных. Тогда }6,4{\ XB , }2,1{\ BA , 

}5,2,1{)\(\ XBA , }7,6,5,4,2,1{BA , }6,4,2,1{)\()\( BAXB , 
то есть }6,4,2,1{D , {1, 2,5}E , }7,6,5,4,2,1{F . 

Итак, видим, что включения FD  и E F  выполняются 
для произвольных множеств ,A  ,B  .X  

 Если символы 1,2,4,5,6,7 обозначают соответствующие числа, 
имеем, что D4  и ,4 E  E5  и ,5 D  ,1 ED  то есть мно-
жества D и E  могут находиться в общем положении. 

 

Задание 1.1.6 
Проверить, что для любых множеств ,A  ,B  C выполнение 

включения  влечѐт выполнение включения . 

Таблица 1.1.6 

№                                         

1  CBA   )()( CABABA  

2  CBA   CBACA )\(\  

3  CBA   CBACA )\(  

4  CBA   BACACB )\()\(  

5  CBA   CA)\(BB  

6  CBA   CBACA )(  

7  CBA   CABA \  

8  CBA   CBBA  

9  CBA   CCABA )()\(  

10  CBA   BCBCA )\()\(  
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Таблица 1.1.6 (окончание) 

№                                           

11  CBA   ACCBA \\)\(  

12  CBA   CBABA )(  

13  CBA   )\( ABACA  

14  CBA   )()( CACBBA  

15  CBA   CBAB \  

16  CBA \   CABA \  

17  CBA \   ABBC \  

18  CBA   ACCA \  

19  CBA   CABACB )\()\(  

20  CBA   )\( ACAB  

21  ACB \   ACBBA )(  

22  ACB \   )( BACCB  

23  ACB \   )()\(\ BAACAB  

24  ACB \   )( ABCB  

25  ACB \   ACCB  

26  ACB \   )\( CACB  

27  ACB \   BACBA \)\(  

28  ACB \   AACBBA )\)\(()\(  

29  ACB \   CBABCB )\()\(  

30  ACB \   )\()\( BCACBC  

 



Множества, графики, соответствия, отношения 21 

Пример решения задания 1.1.6 

Доказать, что для любых множеств ,A ,B C выполнение вклю-
чения CBA \ влечѐт выполнение включения CBAAC )( . 

Возьмѐм множества ,A  ,B  ,C  находящиеся в общем положе-
нии: {1,2,4,5},A {4,5,6,7},B {2,3,5,7}.C  В нашем случае, 
как и при решении предыдущих заданий, цифры обозначают со-
ответствующие списки переменных.  

 Тогда {1,2},B\A из включения CBA \ следует, что спи-
сок 1 пуст, }.542{ ,,A  Рассмотрим AC  и .C)BA(  

}7,4,3{AC , }.{2,3,4,5,7)( CBA  Так как {3,4,7} 
{2,3,4,5,7}, имеем, что включение CBAAC )( доказано  

в предположении, что выполнено включение .CB\A  
 

Задание 1.1.7 
Для произвольных множеств ,A  ,B  H проверить, является ли 

выполнение включения  необходимым и достаточным условием 
выполнения равенства .  

Таблица 1.1.7 

№     

1  HBA \    )\(\ BAHAH  

2  HBA \   )\)\(()\( HBAAHH  

3  HBA \   )\()\( BAHABA  

4  HBA \   )\()( HABAB  

5  HBA \   )\()\( ABHBBA  

6  HBA \   )()(\ HBBAAB  

7  HBA \   )( BAHHA  

8  HBA \   )()\( BHABBA  

9  HBA \   )\)(()\( HBAAHHA  
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Таблица 1.1.7 (окончание) 

№     

10  HBA \   HBABA \)\(  

11  HBA \   )(\ HBAHA  

12  HBA \   HBABA \  

13  HBA   )()( ABHAH  

14  HBA   )\()( ABHBBA  

15  A  B  H  )\()\( ABHBBA  

16  HBA   )\)\(()\(\ HABBAHB  

17  HBA   )\()\(\)\( BAHBHAB  

18  HBA   )()\( HABABA  

19  HBA   BHAHA \)(\  

20  HBA   )\()(\ BAHAAH  

21  HBA   )\)(()\(\ AHBHAAB  

22  HBA   )\( ABHHA  

23  HBA   )\( HBAHA  

24  HBA   )\()(\ ABHAAH  

25  HBA   )\()\( BHBAHB  

26  HBA   )()\)(( HBAHBABA  

27  HBA   )\)(())(( HBABAHBA  

28  HBA   )\(\)(\ BAHAAH  

29  HBA   HABHB \)\(\  

30  HBA   )()( HBBABA   

 



Множества, графики, соответствия, отношения 23 

Пример решения задания 1.1.7 

Для произвольных множеств ,A ,B H проверить, является ли 
выполнение включения HBA необходимым и достаточным 
условием выполнения равенства )\()\( AHABHA . 

Рассмотрим множества ,A ,B H : {1,2,4,5},A  {4,5,6,7},B  
{2,3,5,7}.H  В нашем случае, как и при решении предыду- 

щих заданий, цифры обозначают соответствующие списки пе-
ременных.  

1. Посмотрим, какие множества мы получим, если потребуем 
выполнения условия .HBA  ,7}{1,2,4,5,6BA  и, чтобы 
было выполнено включение ,HBA  списки 1, 4, 6 должны 
быть пусты, и множества ,A ,B H  будут таковы: {2,5},A  

{5,7},B  {2,3,5,7}.H  Тогда ( \ ) ( \ ) {7} {3,7}B A H A  
{3,7},  {3,7}HA  и равенство )\()\( AHABHA  вы-

полнено. 
2. Посмотрим, какой вид примут множества {1,2,4,5},A  
{4,5,6,7},B  {2,3,5,7},H  чтобы выполнилось равенство  

).()( A\HA\BHA  
{1,3,4,7},HA {3,6,7}.{3,7}{6,7})()( A\HA\B  

Для выполнения равенства )\()\( AHABHA  нужно, 
чтобы списки 1, 4 и 6 были пусты, и мы приходим к тем же мно-
жествам, что и в п. 1, т. е. {2,5},A  {5,7},B  {2,3,5,7}.H  

Видим, что в этом случае .{2,5,7} HBA  
Значит, доказано, что для любых множеств ,A  ,B  H выпол-

нение включения HBA  является необходимым и достаточ-
ным условием выполнения равенства ).()( A\HA\BHA  

 

Задание 1.1.8 
Решить систему соотношений относительно множества X  и 

указать условия совместности системы. 
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Таблица 1.1.8 

№ Система № Система № Система 

1  

CBA
CXB
AXB

 2  

CBA
BAC\X

CB X)(A Δ
 3  

CBA
CXB

AB\X
 

4  

CBA
A\CX\B

BX C)(A Δ
 5  

CBA
CXB

B\AC\X
 6  

CBA
CAX

C\X CB Δ
 

7  

CBA
CXA

BXA
Δ  8  

CBA
BCXA

C\AX\B
ΔΔ  9  

CBA
BXA

(C\B)AC\X
 

10  

CBA
AXC

C\AX \B
 11  

CBA
CXB

AB\X
 12  

CBA
BAC\X
C(B\A)X

 

13  

CBA
BCXA

C\AXB Δ
 14  

CBA
XBXA

C\BXA Δ
 15  

CBA
C\AXB

C\XA\B
 

16  

CBA
XAX
BAC\X Δ

 17  

CBA
XBX

(C\B)AC\X
 18  

CBA
XA\B

B)C\(AC\X
 

19  

CBA
CBX\A

BAC\X
Δ  20  

CBA
C\AX\B

BAC\X
 21  

CBA
ABX
A\BXA

Δ  

22  

CBA
ABX
CXB

 23  

CBA
BAC\X

CBX)(AΔ
 24  

CBA
CBX

AB\X
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Таблица 1.1.8 (окончание) 

№ Система № Система № Система 

25  

CBA
BAC\X
C(B\A)X

 26  

CBA
CBAX

BXC\A Δ
 27  

CBA
XABX

BXC\A Δ
 

28  

CBA
CX(A

BXC\A
B)Δ

Δ
 29  

CBA
B\CX\A

BCXA Δ
 30  

CBA
CBX

AC\X CΔ
 

 
 

Пример решения задания 1.1.8 

Решить задание 1.1.8 для системы  

 
.

Δ

BAC
BAX\C

AXB C
 

I. Построим множества общего по-
ложения A , B , X  и множество C  
(рис. 1.1.8) такие, что BAC  и 
C  X .  

Символом 1 обозначим список 
элементов множества A , не попавших ни в одно из множеств ,B  

,C  ,X  символом 7 — список элементов, попавших в каждое  
из множеств ,A  ,B  ,C  X и т. д. Будем иметь: ,7},{1,2,3,5,6A  

,8},{2,3,4,6,7B {3,7},C  }.{5,6,7,8,9X  
1. {2,4,6,8},ΔCB  {5,6,7}.AX  Эти множества равны  

в силу первого уравнения системы, значит, списки элемен- 
тов 2,4,5,7 и 8 пусты. Получили: {1,3,6},A {3,6},B {3},C  

{6,9}.X   
2. {6,9},C\X  {3,6}.BA  Данные множества равны в силу 

второго уравнения системы, следовательно, списки элементов 3  
и 9 пусты, и наши множества примут вид:  

{1,6},A  {6},B  ,C  {6}.X  
Видим, что BX , AB , .C  

 

Рис. 1.1.8 
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II. Проверим, что множество BX  является решением ис-
ходной системы.  

 Если C и AB , то BAC  и можно записать:  
},{bB  },{ b,aA  где ba,  — списки элементов.  

 Пусть },{bBX  тогда: C\BCB Δ },{b   
 XCX \ },{b  { b } ,\}{ XAb  BAa,bXC }{ .  
 Видим, что все соотношения системы удовлетворяются, т.е. 

множество BX  является решением исходной системы при вы-
полнении условий ,AB  .C  

 Ответ: ,BX  ,AB  .C   
 

Задание 1.1.9 
Решить систему уравнений относительно множества X  и ука-

зать условия совместности системы или доказать еѐ несовмест-
ность. 

Таблица 1.1.9 

№ Система № Система № Система 

1  

A\CX\A

XCXA
XBXA

 2  

X\AXB

C\XX\A
X\BA\X

 3  

BAX\C
XCX\A

B\XXA
 

4  

X\A\CA

XCX\B
B\XXA

 5  

A\CXB

XBC\X
CBXA

 6  

BAXC
C\AX\B
XAC\B

 

7  

BAC\X
B\CX\A
CAX\B

 8  

CXBA
XCCA
CBXB

 9  

B\AA

BAX\C

ABXA
 

10  

B\C)CB(\A
X\BCB

CXXB
 11  

C\AA\)X\B(
CXC\A

B\AC\X
 12  

CXA\B
CBBA

B\AXC
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Таблица 1.1.9 

№ Система № Система № Система 

13  

BXBX

CXCB

B\AX\C
 14  

B\AX\B

XAXB
XCXB

 15  

B\XXC

X\AB\X
C\XX\B

 

16  

BCA\X
XAB\X
X\CXB

 17  

B\XA\B

XAC\X
X\CXB

 18  

B\AXC

XCA\X
ACXB

 

 19  

CBXA
A\BX\C

XBA\C
  20  

CBA\X
C\AX\B

ABX\C
  21  

AXCB
XAAB
ACXC

 

 

 22 
 

C\BB

BCX\A

BCXB
  23  

C\A)AC(\B
X\CCA

AXXC
  24  

A\BB\)X\C(
AXA\B

C\BA\X
 

 25  

AXB\C
CACB

C\BXA
  26  

CXCX

XAAC

C\BX\A
  27  

C\XXA

X\BC\X
A\XX\C

 

 28  

C\XB\C

XBA\X
X\AXC

  29  

CAB\X
A\BX\C

BCX\A
  30  

BXC\A
BACA

A\CXB
 

 
Пример решения задания 1.1.9 

Решить задание 1.1.9 для системы 
A\XB\X

XAXC
B\CXAΔ

. 

Построим множества общего положения ,A ,B ,C ,X  являю-
щиеся подмножествами универсального множества .U  Для этого 
выпишем все 16 различных двоичных наборов размерности 4. 
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Пусть разряды этих наборов слева направо соответствуют мно-
жествам ,A ,B ,C X  (табл. 1.1.9).  

Символом 1 обозначим список элементов универсального 
множества U , не попавших ни в одно из множеств ,A ,B ,C ,X  
символом 4 — список элементов, не попавших ни в ,A  ни в ,B  
но попавших в C и ,X  и т. д. Будем иметь:  

,,14,15,16}0,11,12,13,6,7,8,9,1{1,2,3,4,5U  
,16},2,13,14,15{9,10,11,1A

},3,14,15,16{5,6,7,8,1B  
},1,12,15,16{3,4,7,8,1C  
}.0,12,14,16{2,4,6,8,1X  

1. ,,11,13,15}{2,4,6,8,9Δ XA   
}.{5,6,13,14B\C  Эти множе-

ства равны в силу первого урав- 
нения системы, значит, списки эле-
ментов 2, 4, 5, 8, 9, 11, 14 и 15 пус-
ты. Получили: 16},{10,12,13,A  

},{6,7,13,16B },{3,7,12,16C
6}.{6,10,12,1X   

2. {12,16},XC   
 3,16}.{6,10,12,1XA   
Данные множества равны в силу 

второго уравнения системы, следо-
вательно, списки элементов 6, 10, 
13 пусты, и наши множества при-
мут вид:  

{12,16},A {7,16},B
{12,16},X  }.{3,7,12,16C   

3. {7},B\X  ,A\X  в силу 
третьего уравнения системы получаем, что список 7 пуст, и 

{3,12,16},C  {16},B  ,{12,16} XA  }.{1,3,12,16U  
Видим, что ,X A  .UCAB   

Таблица 1.1.9 

№ A  B  C  X  

1 0 0 0 0 

2 0 0 0 1 

3 0 0 1 0 

4 0 0 1 1 

5 0 1 0 0 

6 0 1 0 1 

7 0 1 1 0 

8 0 1 1 1 

9 1 0 0 0 

10 1 0 0 1 

11 1 0 1 0 

12 1 0 1 1 

13 1 1 0 0 

14 1 1 0 1 

15 1 1 1 0 

16 1 1 1 1 
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II. Проверим, что множество AX  является решением ис-
ходной системы.  

 Если выполнены включения ,UCAB  то можно запи-
сать:  

 },{bB },{ b,aA  },,,{ cbaC  },{ u,c,b,aU  где u,c,b,a  — 
списки элементов.  

 Пусть },{ b,aAX  тогда: ,\Δ CBXA  
\ ,B\ X A X  .XAbaXC },{   

Видим, что все уравнения системы удовлетворяются, т. е. 
множество AX  является решением исходной системы при вы-
полнении включений .UCAB   

Ответ: ,AX  .UCAB  
 

Задание 1.1.10 
Для произвольных множеств ,A ,B ,C D  проверить равно-

сильность систем  и .  

Таблица 1.1.10 

№   

1 

BCA
DBAC
DABC

CBA

 

CBA
C\AC\B

B\ADA
 

2 
CADB

DCBA
DABC

 

D\)A\B(C\)AB(
DCA\)CB(

DCA
DAB

 

3 
BADC

ADB

CBA
 

A\BB

DAB\D
B\CAD
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Таблица 1.1.10 (продолжение) 

№   

4 
D\BCA

BC
CBA
D  

BCB\A
DCA

BD\C
DCB

 

5 
CBA
BCA

DCBA
D  

CDA

DCBA
D\CC\A

 

6 
CD

CBA
CBDA

D  

CBCA
B\AC\A

DC
 

7 
D\AD\B

ADC
C\BDA

D  

BD\A
ACD
CDA

BAD

 

8 
A\CD\A

CDA
DBA
D

D
 

DA
D\CB\A

BAD
DC

 

9 

ABD

CDBA
C\AD\B

DCA

 

DB
CBA

DCBDA
D  

10 
D\AB\C

CADB
CA B

 

BAC
CA\D

BAC
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Таблица 1.1.10 (продолжение) 

№   

11 

CDB
ACBD
ABCD

DCB

 

DCB
D\BD\C
C\BAB

 

12 
DBAC

ADCB
ABCD

 

A)B\C(D\)BC(

ADB\)DC(

ADB
ABC

 

13 
BCAD

BAC

DCB
 

B\CC

ABC\A
C\DAB

 

14 
A\CDB

CD
CB

A
D

 

CDC\B
ADB

CA\D
ADC

 

15 
CDB
CDB

DABC
A  

DAB

DABC
A\DD\B

 

16 
DA

ABC
DCBA

D  

CDDB
C\BD\B

AD
 

17 B\AC\A
BADA

C\DBAΔ
 

CA\B
BDA
DAB

BCA
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Таблица 1.1.10 (продолжение) 

№   

18 
D\B\AB

ABA
ACBA
D  

AB
A\DC\B

BCA
AD

 

19 

BDA

ADBC
D\BA\C

DAB

 

AC
ABC

DCABA
D  

20 
A\BC\D

DBAC
DBC

 

BCD
DB\A

BCD
 

21 

DAC
BDCA
CBAD

ACD

 

DAC
A\CA\D
D\CCB

 

22 
ACBD

ABCD
CBAD

 

C\)B\D(A\)DC(
ABC\)DA(

ABC
CBD

 

23 
CDAB

CBD

DAC
 

C\DD

CBD\B
D\ACB

 

24 
B\DAC

BDA
DAC

 

ADD\C
BAC

DB\A
ABD
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Таблица 1.1.10 (окончание) 

№   

25 

ADC
BDAC
BADC

 

ABC

BADC
B\AA\C

 

26 

AB

BADC
ADBC

 

ADAC
C\DC\A

BA
 

27 
BCBD

BCBA
ADC B

\\

\
 

DBC
CBA
ABC

DCB

\

 

28 

CABC

BABC
BDBC

\\

 

BC
BADC

DCB
BA

\\
 

29 

CAB

ABDC
A\CB\D

BAC

 

BD
ABCD

ADBBC
 

30 

B\CD\A
ACBD

ADC
 

DCA
AC\B

DCA
 

 
Пример решения задания 1.1.10 

Проверить равносильность систем  

 
ADB

CDAB
CADB

 (*) и 

ACB

CADB
A\CB\A

 (**).  
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I. Возьмѐм множества общего положения ,A ,B ,C ,D  являю-
щиеся подмножествами универсального множества ,U  восполь-
зовавшись техникой, описанной в решении примера 1.1.9. Будем 
иметь:  

,,14,15,16}0,11,12,13,6,7,8,9,1{1,2,3,4,5U  
,16},2,13,14,15{9,10,11,1A },3,14,15,16{5,6,7,8,1B  
},1,12,15,16{3,4,7,8,1C  }.0,12,14,16{2,4,6,8,1D  

1. Рассмотрим включения, вошедшие в систему (*).  
},{6,8,14,16DB  16}.{11,12,15,CA  

По условию, {6,8,14,16}  {11,12,15,16}  список 6,8,14 пуст.  
Значит, },2,13,15,16{9,10,11,1A  ,16},{5,7,13,15B  

12,15,16},{3,4,7,11,C  ,16}.{2,4,10,12D  
,{13,15,16}AB  ,16}.0,11,12,15{2,3,4,7,1CD  

Так как {13,15,16}  {2,3,4,7,10,11,12,15,16}, то {13} = .  
Множества A  и B  можно записать так:  

2,15,16},{9,10,11,1A  }.{5,7,15,16B  
И, наконец, ,ADB  то есть  

{5,7,15,16}  {2,4,9,10, 11,12,15,16}  {5,7} = . 
Итак, множества ,A ,B C  и D  таковы: 2,15,16},{9,10,11,1A  

{15,16},B  ,15,16},{3,4,11,12C  ,16}.{2,4,10,12D  
Проверим при полученных ,A ,B C  и D  выполнение вклю-

чений (**): 
,B\A  поэтому включение A\CB\A выполняется незави-

симо от вида множества .A\C  
{16},DB  ,{11,15,16}CA  значит, CADB  и 

второе включение также выполнено. 
Наконец, },,7,8,13,14{1,2,3,5,6A   

5,16}12,13,14,1,6,7,8,11,{1,2,3,4,5AC  и .ACB  
Получили, что все множества ,A ,B C  и ,D  удовлетворяю-

щие системе включений (*), удовлетворяют также системе (**) . 
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2. Пусть теперь выполняется система (**). 
Так же, как и в первой части доказательства, возьмѐм множества  

},{ 16151413121110987654321 ,x,x,x,x,x,x,x,x,x,x,x,x,x,x,xxU  
},{ 161514131211109 ,x,x,x,x,x,x,xxA  },{ 161514138765 ,x,x,x,x,x,x,xxB  

},{ 161512118743 ,x,x,x,x,x,x,xxC  }.{ 161412108642 ,x,x,x,x,x,x,xxD  
},{ 8765 ,x,x,xxA\B  { },{ 1413109 ,x,x,xxC\A  и из выполнения 

включения A\CB\A следует, что .,x,x,xx }{ 8765  
Рассматриваемые множества примут вид:  

},{ 1615141312111094321 ,x,x,x,x,x,x,x,x,x,x,xxU  
},{ 161514131211109 ,x,x,x,x,x,x,xxA  x },{ 16151413 ,x,x,xxB  

},{ 1615121143 ,x,x,x,x,xxC }.{ 1614121042 ,x,x,x,x,xxD  
},{ 1614,xxDB  }.{ 16151211 ,x,x,xxCA  

Из включения CADB следует, что ,}{ 14x  значит, 
},{ 16151312111094321 ,x,x,x,x,x,x,x,x,x,xxU  

},{ 1615131211109 ,x,x,x,x,x,xxA  },{ 161513 ,x,xxB  
},{ 1615121143 ,x,x,x,x,xxC  }.{ 16121042 ,x,x,x,xxD  

}{ 87654321 ,x,x,x,x,x,x,xxA , 

}{ 1615121187654321 ,x,x,x,x,x,x,x,x,x,x,xxAC , 

Из включения ACB  следует, что ,}{ 13x  значит, 
},{ 161512111094321 ,x,x,x,x,x,x,x,x,xxU  

},{ 16151211109 ,x,x,x,x,xxA  },{ 1615,xxB  
},{ 1615121143 ,x,x,x,x,xxC x }.{ 16121042 ,x,x,x,xxD  

Проверим для этих множеств выполнение включений систе- 
мы (*): },{ 16xDB  { }{ 16151211 ,x,x,xxCA  и включение  

CADB выполнено. 
{ },{ 1615,xxAB  { },{ 1615121110432 ,x,x,x,x,x,x,xxCD  вклю-

чение CDAB  выполнено.  
И, наконец, }{ 1615121110942 ,x,x,x,xx,x,xxAD  и ADB  

также верно. Итак, доказано, что системы (*) и (**) равносильны. 
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1.2. Графики  
Декартовым произведением множеств nAAA ,...,, 21  называется 

множество },...,|),...,,{(... 112121 nnnn AaAaaaaAAA . 
Проекцией вектора ),...,,( 21 naaa  на ось i  называется коорди-

ната .ai  Проекцией множества A  векторов на ось будем назы-
вать множество проекций векторов из A на эту ось. 

Графиком будем называть подмножество декартова произве-
дения двух множеств. 

Инверсией графика P  будем называть график  

}),(|),{(1 PabbaP . 

Композицией графиков P  и Q называется график 

{( , ) | (( , )xP Q a b a x P и ( , ) )}.x b Q  

Задание 1.2.1 
1. Проверить справедливость равенства  для множеств 

{1,2},A  {2,3},B {1,3}.C  

2. Выяснить, верно ли равенство  для произвольных ,A ,B .C  
Таблица 1.2.1 

№  

1 ))(())\(( BCABCACA  

2 )())(( CABCACA  

3 ))((\)(()( BCACBACBA  

4 )())\(( CABCACA  

5 ))\(()()( BCABACBA  

6 ))(()()\( BCACABCA  

7 )())(( CABCACA  

8 ))(()())(( BCACACBCA  
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Таблица 1.2.1 (окончание) 

№  

9 ))((\)()\( BCACABCA  

10 ))(())(()( CBACBACBA  

11 ))\((\))(( CBABCACA  

12 ))\((\)()( BCACACBA  

13 ))((\))(()( CBACBACBA  

14 )(\))(()\( BACBABCA  

15 ))(())\(( CABCABAB  

16 )())(( ABCABAB  

17 ))\(()( CABABAB  

18 )())\(()( CBCABCAB  

19 ))(()( CABABAB  

20 ))((\)()\( CABABCAB  

21 ))\((\))(( ACBCABAB  

22 ))\((\)()( CABABCAB  

23 ))(()()\( CABABCAB  

24 )(\))(()\( CBCABCAB  

25 ))(())\(( ABCABCBC  

26 )())(( BCABCBC  

27 ))((\)(()( BACBACBAC  

28 )())\(( BCABCBC  

29 ))\(()()( ABCACBAC  

30 ( \ ) ( ) ( ( ))C A B C A C A B  
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Пример решения задания 1.2.1  

1. Проверить справедливость равенства  
))(()()\( BACBCABC  для множеств  

{1,2},A  {2,3},B {1,3}.C  
2. Выяснить, верно ли равенство  

))(()()\( BACBCABC  для произвольных ,A ,B .C  
 
1. Для нашего случая  

(3,3)}.{(1,3),{3}{1,3}{1,2})\({2,3}{1,3})( A\BC  

(3,2)}.{(1,2),{2}{1,3}{2,3})({1,2}{1,3})( BAC  

(3,3)}.(3,2),(1,2),{(1,3),{2,3}{1,3}BC  

))(()( BACBC  

={(1,3),(1,2),(3,2),(3,3)} {(1,2),(3,2)}={(1,3),(3,3)}. 
 Итак, мы убедились, что в нашем примере равенство выпол-

нено. Проверим это для общего случая. 

 2. Пусть },,{ daA  },,{ dbB  },{cC  где d,c,b,a  — списки 
элементов.  

Тогда )},,{(}{}{)( bcbcA\BC  где )},{( bc  — множество 
пар элементов, первая компонента которых входит в список ,c  
а вторая — в список .b  

},{dBA  

)}.,{()},{()},(),,{())(()( bcdcdcbcBACBC  

Как видно, множества )( A\BC  и ))(()( BACBC  со-
стоят из пар одинакового вида, следовательно, равенство 

))(()()\( BACBCABC  для произвольных ,A ,B .C  
 

Задание 1.2.2 
Для данного графика P  найти :  

,1P  ,PP   ,1 PP   пр2( PP 1 ) пр1( PP  ). 
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Таблица 1.2.2  

№                                  P 

1  (1,2), (1,3), (4,2), (2,3), (3,3)  

2  (2,2), (4,4), (1,2), (3,1), (3,4) 

3  (1,2), (2,3), (3,1), (2,2), (3,2) 

4  (3,3), (3,2), (2,2), (1,2), (3,1) 

5  (0,1), (1,1), (1,0), (0,2), (2,1) 

6  (5,4), (2,4), (4,4), (3,2), (5,3) 

7  (1,1), (1,2), (2,3), (3,1), (3,2) 

8  (1,3), (3,1), (2,2), (1,2), (1,4) 

9  (3,8), (8,4), (4,4), (8,3), (4,3) 

10  (0,2), (2,3), (3,3), (3,0), (0,0) 

11  (1,5), (5,2), (2,2), (1,1), (1,3) 

12  (0,2), (0,3), (0,0), (1,2), (2,3) 

13  ),( b,a ),( c,a  ),( b,d  ),( c,c )( c,b  

14  ),( b,b ),( d,d  ),( b,a ),( a,c )( d,c  

15  ),( b,a ),( c,b  ),( a,c  ),( b,b )( b,c  

16  ),( c,c ),( b,c  ),( b,b  ),( b,a )( a,c  

17  ),( a,e ),( a,a  ),( e,a  ),( b,e )( a,b  

18  ),( d,f ),( d,b  ),( d,d  ),( b,c )( c,f  

19  ),( a,a ),( b,a  ),( c,b  ),( a,c )( b,c  

20  ),( c,a ),( a,c  ),( b,b  ),( b,a )( d,a  

21  ),( g,c ),( d,g  ),( d,d  ),( c,g )( c,d  

22  ),( b,e ),( c,b  ),( c,c  ),( e,c )( e,e  

23  ),( f,a ),( b,f  ),( b,b  ),( a,a )( c,a  

24  ),( b,e ),( c,e  ),( e,e  ),( b,a )( c,b  
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Таблица 1.2.2 (окончание) 

№                                       P 

25  ),( y,x ),( z,x  ),( y,t  ),( z,z )( z,y  

26  ),( y,y ),( t,t  ),( y,x  ),( x,z )( t,z  

27  ),( y,x ),( z,y  ),( x,z  ),( y,y )( y,z  

28  ),( z,z ),( y,z  ),( y,y  ),( y,x )( x,z  

29  ),( x,t ),( x,x  ),( t,x  ),( y,t )( x,y  

30  ),( t,w ),( t,y  ),( t,t  ),( y,z )( z,w  
 
 

Пример решения задания 1.2.2 

Для данного графика (2,2)}(2,3),(1,2),{(1,1),P  найти: 1 ,P  

,PP   PP 1 , пр2 )( 1 PP  пр1 ).( PP   

По определению инверсии, ,P 1(2,1)  так как .P(1,2)   

И так далее, получаем : (2,2)}.(3,2),(2,1),{(1,1),1P  
По определению композиции, ,(1,3) PP   так как существу- 

ет 2, причѐм P(1,2)  и .P(2,3)  Продолжая дальше строить 
композицию, получим: (2,2)}.(2,3),(1,3),(1,2),{(1,1),PP   

 Аналогично получаем  
(3,3)}.(3,2),(2,3),(2,1),(1,2),(2,2),{(1,1),1 PP   

 Вспоминая определение проекции множества векторов на 
ось, получим: пр2 {1,2,3},)( 1 PP  аналогично найдѐм другую 
проекцию:  

пр1 {1,2},)( PP   и, наконец, можем написать:  

пр2 )( 1 PP  пр1 (3,2)}.(3,1),(2,2),(2,1),(1,2),{(1,1),)( PP   

Задание 1.2.3 
Для данных графиков P и T решить относительно графика X  

уравнение PX  =T  при условии, что ,6|| X  пр1 X  = пр2 X = 
= {1,2,3,4,5,6}. Для каждого найденного X  указать .XP   
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Таблица 1.2.3 
 

№ P T 
1 (6,4), (2,4), (5,5), (3,2), (4,1) (2,5), (3,2), (1,4), (6,1), (4,4) 
2 (2,4), (3,3), (4,1), (5,6), (6,4) (6,3), (1,4), (5,6), (4,4), (2,1) 
3 (2,4), (3,2), (4,1), (5,5), (6,4) (2,5), (4,4), (3,2), (1,4), (6,1) 
4 (1,2), (4,1), (2,6), (5,5), (3,2) (2,2), (1,5), (4,1), (6,2), (3,6) 
5 (1,5), (6,6), (2,3), (3,5), (5,4) (2,3), (1,4), (3,6), (4,5), (5,5) 
6 (3,3), (6,1), (2,1), (5,2), (1,4) (2,3), (4,1), (6,4), (1,1), (5,2) 
7 (3,1), (6,5), (5,3), (2,2), (4,3) (3,3), (4,1), (1,3), (6,5), (5,2) 
8 (6,2), (4,4), (3,6), (2,5), (1,2) (6,4), (3,6), (1,5), (5,2), (2,2) 
9 (2,4), (5,5), (4,6), (3,4), (1,3) (2,6), (4,4), (6,4), (1,3), (3,5) 

10 (4,2), (5,2), (1,4), (2,3), (6,6) (2,2), (5,3), (1,4), (4,6), (3,2) 
11 (6,3), (5,6), (2,2), (3,4), (1,3) (4,3), (5,6), (3,3), (6,2), (1,4) 
12 (2,1), (1,3), (4,2), (6,1), (5,5) (2,5), (3,1), (4,2), (6,3), (1,1) 

13 (2,2), (1,4), (3,6), (4,5), (6,4) (3,6), (1,5), (5,4), (4,4), (6,2) 
14 (5,1), (1,4), (3,3), (4,2), (6,4) (4,4), (1,3), (5,1), (2,4), (6,2) 
15 (4,2), (3,2), (5,3), (2,1), (6,6) (3,6), (1,2), (5,3), (4,1), (2,2) 
16 (6,1), (1,3), (2,2), (5,1), (4,6) (1,1), (4,6), (5,3), (3,1), (6,2) 
17 (1,5), (2,5), (4,1), (5,3), (6,6) (2,3), (3,5), (5,5), (1,6), (4,1) 
18 (2,6), (6,3), (4,4), (1,2), (5,6) (6,6), (2,4), (5,3), (1,2), (3,6) 
19 (4,3), (5,4), (2,2), (1,3), (3,6) (6,3), (1,6), (5,4), (3,3), (4,2) 
20 (2,2), (4,1), (3,4), (5,3), (6,4) (6,1), (4,4), (5,3), (1,4), (3,2) 
21 (4,5), (5,2), (6,4), (3,3), (1,5) (2,5), (1,2), (5,5), (4,3), (6,4) 
22 (3,1), (4,4), (6,1), (2,3), (1,5) (1,1), (5,1), (6,5), (2,3), (3,4) 
23 (1,5), (5,2), (3,1), (6,6), (4,5) (4,2), (1,6), (3,1), (5,5), (2,5) 
24 (2,2), (6,4), (1,3), (3,6), (5,6) (1,3), (3,2), (4,5), (5,4), (6,6) 
25 (6,4), (3,5), (4,3), (1,1), (2,3) (4,1), (6,4), (3,3), (2,5), (5,3) 
26 (2,6), (4,1), (3,3), (6,1), (1,5) (4,5), (1,1), (2,6), (6,3), (5,1) 
27 (1,6), (5,5), (2,1), (4,6), (6,3) (4,3), (1,5), (6,6), (3,6), (2,1) 
28 (3,4), (2,5), (1,1), (4,2), (6,2) (6,5), (2,2), (5,2), (4,1), (3,4) 
29 (5,5), (2,1), (6,3), (3,4), (1,3) (3,3), (2,1), (4,3), (1,5), (6,4) 
30 (4,1), (3,1), (6,4), (2,2), (1,5) (5,1), (4,2), (3,5), (1,1), (6,4) 
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Пример решения задания 1.2.3 

Для данных графиков (3,6)}(2,1),),(4,4,(1,3),{(5,3),P  и 
(3,3)}(5,6),(6,3),(2,1),{(1,4),T  решить относительно графи- 

ка X  уравнение PX  =T  при условии, что ,|X| 6  пр1 X  = 
= пр2 X = {1,2,3,4,5,6}. Для каждого найденного X  указать 

.XP    

Для каждой пары Tb,a )( ищем пару .Pb,x )(  Если такая 
пара существует, то )( x,a  может принадлежать графику .X   

Запишем множество ,A  составленное из пар вида :)( x,a   

(3,5)}.(3,1),(5,3),(6,5),(6,1),(2,2),{(1,4),A  

Так как 4 пр2 ,X  то пара .Xx, )4(  Очевидно, что ,6x  так 
как иначе в графике T нашлась бы пара, начинающаяся на 4.  

Составим ,X  добавляя к паре (4,6) пары из графика A  так, 
чтобы выполнилось условие задачи. Получим: 

(4,6)},(3,5),(5,3),(6,1),(2,2),{(1,4),1X  

(4,6)}.(3,1),(5,3),(6,5),(2,2),{(1,4),2X  

Проверкой убеждаемся в том, что 1X  и 2X  являются реше-
ниями исходного уравнения. Согласно определению композиции, 
выпишем 1XP   и :1XP  (5,5)},(4,6),(3,1),(2,4),{(1,5),1XP  

(4,6)}.(5,1),(3,5),(2,4),{(1,1),2XP   

Задание 1.2.4 
Для графиков P и T из соотношения XP =T  найти гра- 

фик X  наименьшей возможной мощности.  

Таблица 1.2.4 

№ P T 

1 )(c)()()( b,,b,b,c,a,b,a  )()()(),()()()( c,c,a,c,c,ba,b,b,a,c,a,a,a  

2 )(c)()()( b,,c,c,c,b,b,a  )()()(),()()( c,c,b,c,a,cb,b,a,b,c,a  

3 )()()( c,a,c,b,a,b  )()(),()()( a,a,b,aa,b,c,b,b,b  
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Таблица 1.2.4 (продолжение) 

№ P T 

4 )()()()( c,c,c,a,b,c,b,a  )()()(),()()( b,c,b,a,c,ca,c,c,a,a,a  

5 )()()( c,a,b,a,b,c  )()()(),()()( b,a,a,a,c,ab,c,a,c,c,c  

6 )()()()( c,a,c,c,a,b,c,b  )()()(),()()()( a,a,b,a,a,bb,c,c,b,a,b,b,b  

7 )()()()( c,a,a,a,a,c,c,b  )()()(),()()( a,a,c,a,b,ac,c,b,c,a,b  

8 )()()( a,b,a,c,b,c  )()(),()()( b,b,c,bb,c,a,c,c,c  

9 )()()()( a,a,a,b,c,a,c,b  )()()(),()()( c,a,c,b,a,ab,a,a,b,b,b  

10 )()()( a,b,c,b,c,a  )()()(),()()( c,b,b,b,a,bc,a,b,a,a,a  

11 )()()()( a,b,a,a,b,c,a,c  )()()(),()()()( b,b,c,b,b,ac,a,a,c,b,c,c,c  

12 )()()()( a,b,b,b,b,a,a,c  )()()(),()()( b,b,a,b,c,ba,a,c,a,b,c  

13 )()()( b,c,b,a,c,a   )()(),()()( c,c,a,cc,a,b,a,a,a  

14 )()()()( b,b,b,c,a,b,a,c  )()()(),()()( a,b,a,c,b,bc,b,b,c,c,c  

15 )()()( a,c,b,c,b,a  )()()(),()()( b,c,c,c,a,cb,a,c,a,a,a  

16 )()()()( b,a,b,b,a,c,b,c  )()()(),()()()( a,a,c,a,a,bc,b,b,c,a,c,c,c  

17 )()()()( b,a,a,a,a,b,b,c   )()()(),()()( a,a,b,a,c,ab,b,c,b,a,c  

18 )()()( a,c,a,b,c,b  )()(),()()( c,c,b,cc,b,a,b,b,b  

19 )()()()( a,a,a,c,b,a,b,c  )()()(),()()( b,a,b,c,a,ac,a,a,c,c,c  

20 )()()( b,a,c,a,c,b   )()()(),()()( c,a,a,a,b,ac,b,a,b,b,b  

21 )()()()( c,b,c,c,b,a,c,a   )()()(),()()()( b,b,a,b,b,ca,c,c,a,b,a,a,a  

22 )()()()( c,b,b,b,b,c,c,a  )()(),()()()( b,b,c,ba,b,c,c,a,c,b,a  

23 )()()( b,a,b,c,a,c   )()(),()()( a,a,c,aa,c,b,c,c,c  

24 )()()()( b,b,b,a,c,b,c,a   )()()(),()()( c,b,c,a,b,ba,b,b,a,a,a  

25 )()()( c,b,a,b,a,c  )()()(),()()( a,b,b,b,c,ba,c,b,c,c,c  

26 )()()()( a,c,a,a,c,b,a,b  )()()(),()()()( c,c,b,c,c,ab,a,a,b,c,b,b,b  
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Таблица 1.2.4 (окончание) 

№ P T 

27 )()()()( a,c,c,c,c,a,a,b  )()()(),()()( c,c,a,c,b,ca,a,b,a,c,b  

28 )()()( c,b,c,a,b,a  )()(),()()( b,b,a,bb,a,c,a,a,a  

29 )()()()( c,c,c,b,a,c,a,b  )()()(),()()( a,c,a,b,c,cb,c,c,b,b,b  

30 )()()( a,c,a,a,b,a  )()()(),()()( a,c,b,c,c,cb,a,c,a,a,a  

 

Пример решения задания 1.2.4 

Для графиков )}(),(){( b,ca,c,a,bP  и 
 )}()()(),()(){( a,c,c,c,b,ca,b,c,b,b,bT  из соотношения 
XP =T  найти график X  наименьшей возможной мощности.  

Найдѐм инверсию графика P : )}(),(){(1 c,bc,a,b,aP . 
Пусть X  — график наименьшей мощности, являющийся ре-

шением уравнения XP =T . Из определения композиции гра-
фиков и минимальности X  следует, что пр2 P = пр1 X = }{ b,a . 

Найдѐм композицию графика 1P с левой и правой частями 
равенства XP =T . Получим:  

Xc,bc,ab,ac,bc,a,b,a  )}(),(),{()}(),(){( = TP 1 , или 

Xb,ab,ab,b,a,a )}(),(),(){( = TP 1 , откуда  

Xb,ab,aXb,b,a,a  )}(),{()}(){( = TP 1 . 
Из равенства пр2 P = пр1 X = }{ b,a  и определения композиции 

графиков следует, что Xb,b,a,a )}(){( = X .  

Значит, верно равенство Xb,b,a,aX )}(){( = TP 1 . 

Итак, график TP 1 кроме пар графика X может содержать 
также пары графика Xa,b,a,a )}(){( , не попавшие в X . Выпи-

шем все пары, попавшие в график TP 1 .  

TP 1 = )}(),(),(),(),(),{()}(),(){( c,ac,cc,bb,ab,cb,bc,bc,a,b,a  = 
= )}(),(),(),(),(){( b,ab,cb,ba,ac,a,b,a . 
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Выберем из этого графика пары, образующие X . 
Для этого изобразим таблицу, в заголовках столбцов выписав 

пары графика ,1 TP   а в заголовках строк — пары графика T  
(табл. 1.2.4а).  

Таблица 1.2.4а 

 TP 1  

 T  
ab  ac  aa  bb  bc  ba  

bb  *      

bc   *     

ba    *    

cb  *   *   

cc   *   *  

ca    *   * 

 
Для каждой пары TPv,u 1)(  звѐздочкой отметим пары из ,T  

попавшие в композицию )}{(1 v,uP  . Далее, выберем наимень-
шее число столбцов таблицы так, чтобы для любой строки в вы-
бранном наборе нашѐлся столбец, имеющий символ ―*‖ в данной 

строке, причѐм )}{(1 v,uP   не должен иметь пар, не входящих в .T   
В нашем примере видно, что такой набор образуют столб- 

цы, помеченные комбинациями ,aa,ac,ab  следовательно, 
}{ aa,ac,abX . 

 
 

1.3. Соответствия 

Соответствием между множествами X и Y  будем называть 
тройку объектов: ),(X,Y,GΓ  где X  — область отправления 
соответствия, Y — область прибытия соответствия, G — график 
соответствия, причѐм .YXG   
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 Областью определения соответствия будем называть пр1 .G  
 Областью значений соответствия будем называть пр2 .G  
 Соответствие называется всюду определѐнным, если пр1 G  = .X  
 Соответствие называется сюръективным, если пр2 G  = .Y  
 Соответствие будем называть функциональным, или функцией, 

если его график не содержит пар с одинаковыми первыми и раз-
личными вторыми координатами. 

 Соответствие называется инъективным, если его график не 
содержит пар с одинаковыми вторыми и различными первыми 
координатами. 

 Соответствие называется отображением X в Y , если оно 
всюду определено и функционально.  

 Соответствие называется отображением X на Y , если оно 
всюду определено, функционально и сюръективно. 

 Соответствие называется взаимно однозначным, если оно 
функционально и инъективно. 

 Соответствие называется биекцией, если оно всюду определе-
но, сюръективно, функционально и инъективно. 

Образом множества A  при данном соответствии называется 
множество ( ) { |( )Γ B y x, y G  и }.Ax  

 Прообразом множества B  при данном соответствии называ-
ется множество 1( ) { |( )Γ B x x, y G  и }.By  

Множества называются равномощными, если между ними 
можно установить биекцию.  

 Множество называется счѐтным, если оно равномощно мно-
жеству натуральных чисел. 

 Множество называется континуальным, если оно равномощно 
множеству действительных чисел отрезка [0,1]. 

 

Задание 1.3.1  
 Дано соответствие )(X,Y,GΓ . 
1. Изобразить соответствие в виде графа. 
2. Выяснить, какими из 4 основных свойств (всюду определѐн-

ность, сюръективность, функциональность, инъективность) обла-
дает .Γ  
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3. Найти образ множества A  и прообраз множества B  при 
данном соответcтвии. 

4. Построить соответствие между бесконечными множества-
ми, обладающее тем же набором свойств, что и .Г  

5. Построить соответствие между конечными множествами, 
обладающее набором свойств, противоположным данному. 

Замечание. Для данного и построенных соответствий отметить 
случаи отображений, указать их тип, отметить случаи биекций. 

Таблица 1.3.1 

№ X  Y   G  A  B  

1 e,d,c,b,a  1,2,3  )1,(),2,(),1,(),3,(),2,( edcba  c,e  2,3 

2 d,c,b,a  1,2,3,4  )1,(),2,(),3,(),4,( dcba  b,a  1,3 

3 d,c,b,a  1,2,3,4,5  )1,(),4,(),5,(),3,( dcba  c,a  1,4 

4 e,d,c,b,a  1,2,3,4  )3,(),4,(),2,(),1,( aebd  c,b  1,2 

5 e,d,c,b,a  1,2,3  )3,(),3,(),1,(),2,( aecb  c,e  3,1 

6 d,c,b,a  1,2,3,4  )4,(),1,(),3,(),2,( acba  b,a  1,2 

7 e,d,c,b,a  1,2,3,4,5  )2,(),1,(),3,(),5,( edba  e,d  1,3 

8 d,c,b,a  1,2,3,4  )1,(),3,(),4,(),3,( dcba  c,a  1,3 

9 c,b,a  1,2,3,4,5  )3,(),5,(),1,(),2,( acba  b,a  3,4 

10 c,b,a  1,2,3  )3,(),2,(),3,(),1,( cbaa  c,a  2,3 

11 d,c,b,a  1,2,3,4,5  )3,(),5,(),1,(),2,( cdca  c,b  1,2 

12 e,d,c,b,a  1,2,3,4  )1,(),2,(),3,(),1,( cdcb  c,a  1,2 

13 d,c,b,a  1,2,3  )2,(),3,(),1,(),1,( bcba  d,b  1,3 

14 d,c,b,a  1,2,3,4  )4,(),3,(),2,(),3,(),4,( dcbba  b,a  3,4 

15 d,c,b,a  1,2,3,4  )3,(),2,(),4,(),4,( abca  b,a  2,4 

16 e,d,c,b,a  1,2,3  )1,(),3,(),1,(),2,( edba  b,a  1,2 



Глава 1 48 

Таблица 1.3.1 (окончание) 

№ X  Y   G  A  B  

17 d,c,b,a  1,2,3,4  )1,(),2,(),2,(),3,( dcab  c,a  1,4 

18 d,c,b,a  1,2,3,4  )4,(),1,(),2,(),3,( cdca  d,c  2,3 

19 c,b,a  1,2,3,4,5  )3,(),4,(),5,(),2,( bcba  b,a  2,5 

20 d,c,b,a  1,2,3,4  )4,(),2,(),3,(),1,( caba  b,a  2,3 

21 d,c,b,a  1,2,3  )2,(),1,(),3,(),3,( dcba  d,c  1,3 

22 d,c,b,a  1,2,3  )2,(),2,(),3,(),1,( acba  d,c  2,3 

23 d,c,b,a  1,2,3,4  )2,(),1,(),4,(),3,( dcba  b,a  1,4 

24 c,b,a   1,2,3,4  )1,(),2,(),1,(),3,( ccba  c,a  4,2 

25 e,d,c,b,a  1,2,3  )3,(),3,(),1,(),2,( badc  d,a  3,1 

26 d,c,b,a  1,2,3,4  )4,(),1,(),3,(),2,( bdcb  c,b  1,2 

27 e,d,c,b,a  1,2,3,4,5  )2,(),1,(),3,(),5,( aecb  e,a  1,3 

28 d,c,b,a  1,2,3,4  )1,(),3,(),4,(),3,( adcb  d,b  3,1 

29 c,b,a  1,2,3,4,5  )3,(),5,(),1,(),2,( bacb  c,b  4,3 

30 c,b,a  1,2,3  )3,(),2,(),3,(),1,( acbb  b,a  2,3 

 
 

Пример решения задания 1.3.1 

Решим задание 1.3.1 для соответствия 
),(X,Y,GΓ  если }{ d,c,b,aX , 

},{1,2,3,4,5Y  
,4)}(,5),(,1),(,2),{( dbbaG ,  

},{ b,aA  {3,4}.B  
1. Изобразим соответствие в виде графа 

(рис. 1.3.1, a). 

 
Рис. 1.3.1, а 
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 2. Выясним, какими из свойств обладает данное соответствие. 
) Соответствие не всюду определено, так как 

пр1 .Xd,b,aG }{  
) Соответствие не сюръективно, так как пр2 .Y,,,G }5421{  
) Соответствие не функционально, так как его график содер-

жит две пары ,1)(b и ,5)(b  с одинаковыми первыми и различны-
ми вторыми координатами. 

) Соответствие инъективно, так как его график G  не содер-
жит пар с одинаковыми вторыми и различными первыми коорди-
натами.  

3. Найдѐм образ )(AΓ и прообраз ).(1 BΓ  

{1,2,5},)(AΓ  так как }{ b,aA  и Gbba ,5)}(,1),(,2),{( . 

},{)(1 dBΓ  так как {3,4}B и только .Gd ,4)(  

4. Построим соответствие между бесконечными множествами, 
обладающее тем же набором свойств, что и данное соответствие. 

Пусть [0,2],X  ),,(Y  2 2{( )| 1 и  0}G x, y x y x . 
Покажем, что это соответст-

вие (рис. 1.3.1, б) обладает тем же 
набором свойств, что и данное.  

) Построенное соответствие 
не всюду определено, так как 
пр1 .X,G ]10[   

) Построенное соответствие 
не сюръективно, так как 
пр2 .Y,G ]11[  

Построенное соответствие 
не функционально, т. к., напри-
мер, G(0,1)  и .G1)(0,   

) Соответствие инъективно, так как его график не содержит 
пар с различными первыми и одинаковыми вторыми коорди-
натами. 

 

 
Рис. 1.3.1, б 
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5. Построим соответствие между ко-
нечными множествами, чтобы оно было 
всюду определено, сюръективно, функ-
ционально и не инъективно, изобразим 
его в виде графа (рис. 1.3.1, в) и анали-
тически: 

)}).(),{(},{},({ v,wu,wwu,vΓ  

 Покажем, что это соответствие об- 
ладает требуемым набором свойств, 
что и данное. 

) Действительно, это соответствие всюду определено, так как 
пр1 .v,uXG }{  

) Соответствие сюръективно, так как пр2 .}{ YwG  
) Соответствие функционально, так как в его графике нет 

пар с одинаковыми первыми и различными вторыми коорди- 
натами. 

) Соответствие не инъективно, так как его график состоит из 
двух пар )(u,w и )(v,w  с различными первыми и одинаковыми 
вторыми координатами. 

 Так как построенное соответствие всюду определено,  
сюръективно и функционально, оно является отображением X   
на .Y   

 

Задание 1.3.2 
 

Для соответствия )(X,Y,GΓ  
1. Определить набор свойств, которыми обладает данное со-

ответствие. 
2. Построить соответствие между конечными множествами  

с набором свойств, противоположным данному, изобразив соот-
ветствие аналитически и в виде графа. 

 Замечание. Отметить случаи отображений и биекций. 

 
Рис. 1.3.1, в 
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Таблица 1.3.2 

№ X  Y  G  

1 

многочлены 2 степени от 
одной переменной с дей-
ствительными коэффи-
циентами 

R  (многочлен, его корень) 

2 множество кругов на 
плоскости 

множество то-
чек плоскости 

(круг, его центр) 

3 (0, + ) [–1,1] yx|y,x 2)(  

4 N  R  )ln( x,x  

5 R  
непрерывные 
на ][ b,a  функ-
ции 

)()(
][

xf,xfmax
b,ax

 

6  вузы вашего города жители ваше-
го города 

 (вуз; человек, окончивший 
этот вуз) 

7 (0, + ) отрезки на 
прямой 

,(x отрезок длины x ) 

8 фамилии студентов ва-
шей группы {1,2,...,100} (фамилия, число букв в фа-

милии) 

9 окружности на плоскости Z  (окружность, еѐ длина ) 

10 функции, определѐнные 
на [0,1] R  (функция, ордината еѐ точ-

ки максимума) 

11 2R  N  22)( yx,y,x  

12 имена студентов вашей 
группы 

буквы русско-
го алфавита 

 (имя, буква из имени) 

 

13 

 

N  

студенты ва-
шего вуза 

( ,n  человек с годом рожде-
ния n ) 

 

14 

 

[0,1] 

  

{0,1} 

 )),(( xf,x  где 

0, \
1,

f
х R Q

x
х Q

если
( )

если
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Таблица 1.3.2 (окончание) 

№ X  Y  G  

 

15 
R  10R  ))(( 1021

101
a,..,a,a,amax

i
i

 

16 окружности на плоскости прямые на 
плоскости 

(окружность, касательная  
к этой окружности) 

17 3)]([ UP  )(UP  )),,,(( CBACBA  

18 [0,1] 2R  )1)(( 22 yx|y,x,x  

19 R  
функции,  
непрерывные 
на [0,1] 

m)x(fmin|xf,m
x 10

)(  

20 )(UP  3)]([ UP  )|),,(,( DCBACBAD  

21 {0,1,2} N  
x|y,x )(  — остаток от деле-

ния y  на 3 

22 [1,3] R  1)2()2()( 22 yx|y,x  

23 
пары окружностей на 
плоскости 2R  

(пара окружностей, коорди-
наты точки пересечения 
этих окружностей) 

24 множество книг в биб-
лиотеке вашего вуза Z  

(книга, число страниц в этой 
книге) 

25 (–4, 4) [1,6] 12)( |x|y|y,x  

26 
мужчины вашего города женщины ва-

шего города 
x|y,x )(  и y  состоят или 

когда-либо состояли друг  
с другом в законном браке 

27 2)]([ UP  )(UP  )\),,(( BABA  

28 политические партии 
вашего города 

жители вашего 
города 

((партия), (человек, состоя-
щий в этой партии)) 

29 ),(UP  где }4021{ ,...,,U  N  |),|,( AA где )(UPA  

30 пары прямых на плос-
кости R  

(пара прямых, абсцисса точ-
ки пересечения прямых) 
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Пример решения задания 1.3.2 

Решим задание 1.3.2 для соответствия ,X,Y,GΓ )(  если 
,NX  Y  — множество непрерывных на ][ b,a  функций, а гра- 

фик G задан так: ( , ( )) | ( ) .
b

a

G J f x J f x dx  

1. Определим набор свойств, которым обладает данное соот-
ветствие. 

) Для любого натурального числа n можно рассмотреть не-

прерывную функцию 
ab

nxf )( . Тогда, вычисляя определѐн-

ный интеграл, будем иметь:  
b b b

aa a

n(b a)n n ndx dx x n
b a b a b a b a

. 

 Итак, доказано, что данное соответствие является всюду оп-
ределѐнным. 

) Так как для некоторых непрерывных функций на ][ b,a  оп-
ределѐнный интеграл не выражается натуральным числом, то 
данное соответствие не является сюръективным. 

) Покажем, что две различные функции могут иметь на рас-
сматриваемом промежутке одинаковое значение определѐнного 
интеграла. Для этого можно рассмотреть функции  

ab
nxf )(  и 22

2)(
ab

nxxg . 

Для )(xf  определѐнный интеграл не отрезке ][ b,a , как мы 
уже выяснили, равен .n  Найдѐм соответствующий интеграл  
для :)(xg  

n
)ab(
)ab(nx

ab
ndx

ab
nxdx)x(g

b

a

b

a

b

a
22

222

2222 2
2

2
22 . 

Итак, доказано, что соответствие, описанное в условии зада-
ния, не является функциональным. 
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) Так как для каждой функции еѐ определѐнный интеграл на 
данном промежутке находится однозначно, данное соответствие 
является инъективным.  

2. Построим соответствие между конечными множествами, 
чтобы оно было не всюду определено, сюръективно, функцио-
нально и не инъективно.  

Пусть (b,1)}{(a,1),{1},},({ c,b,aΓ  
(рис. 1.3.2).  

Покажем, что построенное со-
ответствие обладает требуемым набором 
свойств. 

) Соответствие Г  не всюду опреде-
лено, так как элемент с, входящий в об-
ласть отправления, не имеет образа при 
данном соответствии. 

) Соответствие Γ сюръективно, так как его область прибы-
тия {1} совпадает с областью значений. 

) Соответствие Γ функционально, так как его график не со-
держит пар с равными первыми и различными вторыми коорди-
натами.  

) Соответствие Γ не инъективно. так как в его графике пары 
,1)(a  и ,1)(b имеют различные первые и одинаковые вторые ко-

ординаты. 
 

Задание 1.3.3 
Установить биекцию между множествами 

Таблица 1.3.3 

№ Множества № Множества 

1 
}1){( 22 yx|y,x  и  

}1){( 22 yx|y,x  
4 

N и множество многочленов 
3й степени с натуральными 
коэффициентами  

2  [0,1] и R  5  R  и [0,+ ) 

3 [0,+ ) и [0,1] 6 }1){( 22 yx|y,x и [0,1) 

 
Рис. 1.3.2 
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Таблица 1.3.3 (окончание) 

№ Множества № Множества 

 

7 

 все окружности на плоскости и 
)0( ,RR   19 

Q  и множество всех много-
членов с рациональными коэф-
фициентами  

8 
y,x|y,x 0)( 22

 

 и 2R  
20  (0,1) и R  

9  [0,1]Q  и 22 [0,1]Q  21  Q  и 2Q  

10  (0,1) и ],[ πe   
 

22 
сфера с выколотой точкой и 
вся плоскость 

11  [0, + ) и ),( ba   23 
 }4){( 22 yx|y,x  и  

 }4){( 22 yx|y,x  

12 
все интервалы на прямой и по-
луплоскость, расположенная 
ниже линии xy  

24  Q  и [0,1]Q  

13 
}1){( 22 yx|y,x  и 

}100){( 22 yx|y,x  
25  R  и [1,+ )  {–10} 

14  Q  и )[0,Q  26  N  и 2N   

15  [0,1] и (2,5) 27 

все последовательности нату-
ральных чисел и все возрас-
тающие последовательности 
натуральных чисел 

16 
 полуокружность без концевых 
точек и луч (0, + ) 28 

N  и множество всех много-
членов с натуральными коэф-
фициентами 

17  (–  , 0) и R  29  R  и Q\R  

18  N  и 2Q  30  Q  и 2N  
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Пример решения задания 1.3.3 
Установить биекцию между множествами [0,1] и (0,1). 

Будем считать, что [0,1],X  (0,1).Y  Пусть ,...1,...,
3
1,

2
1

n
A , 

}10{1
3
1

2
110 ,A,...

n
,...,,,,B . Очевидно, что ,\\ AYBX  

,\ BBXX  .AA\YY  
Установим биекцию между множествами B\X и ,\ AY  как 

тождественное соответствие .xxf )(   
Биекцию между множествами A  и B  зададим так:  

,...
2

11,...,
5
1

3
1,

4
1

2
1,

3
1)1(,

2
1)0(

nn
fffff  

 Таким образом, между X и Y установлена биекция: 

 

,
2

1

,
2
1
,

)(

n

x

xf  

Изобразим график этой биекции в декартовой системе коор-
динат (рис. 1.3.3). 

 
Рис. 1.3.3 

Задание выполнено. 

при Nn
n

xx 1,0  

при 0x  

при Nnnx 1 . 



Множества, графики, соответствия, отношения 57 

Задание 1.3.4  
Доказать, что множество:  

 
 

Таблица 1.3.4 

№ Условие 

1 всех многочленов от x  с рациональными коэффициентами счѐтно 

2 всех пар рациональных чисел счѐтно 

3 всех многочленов от x  с целыми коэффициентами счѐтно 

4 всех кругов на плоскости, радиусы которых и координаты центра 
являются рациональными числами — счѐтно 

5 попарно непересекающихся замкнутых кругов на плоскости не более 
чем счѐтно 

6 всех многочленов n -й степени от x  с рациональными коэффициен-
тами счѐтно 

7 всех многочленов n -й степени от x  с целыми коэффициентами счѐт-
но 

8 попарно непересекающихся прямоугольников на плоскости не более 
чем счѐтно 

9 всех окружностей на плоскости, радиусы которых и координаты цен-
тра являются целыми числами — счѐтно 

10 полученное объединением счѐтного числа конечных множеств — не 
более, чем счѐтно 

11 полученное объединением счѐтного числа счѐтных множеств —  
счѐтно 

12 рациональных чисел интервала (0,1) — счѐтно 

13 непересекающихся окружностей на плоскости может быть контину-
ально 

14 всех действительных чисел интервала (0,1), в десятичном разложении 
которых на четвѐртом месте стоит цифра 7 — континуально 

15 точек разрыва монотонно убывающей на ][ b,a  функции — не более 
чем счѐтно 

16 точек плоскости, расстояние между любыми элементами которого 
больше 3, не более чем счѐтно 
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Таблица 1.3.4 (окончание) 

№ Условие 

17 попарно непересекающихся открытых интервалов на прямой не более 
чем счѐтно 

18 полученное объединением счѐтного числа непустых попарно непе-
ресекающихся конечных множеств, счѐтно 

19 всех конечных последовательностей натуральных чисел — счѐтно 

20 всех конечных подмножеств счѐтного множества — счѐтно 

21 попарно непересекающихся букв Г на плоскости может быть кон-
тинуально 

22 попарно непересекающихся букв L на плоскости может быть кон-
тинуально 

23 попарно непересекающихся букв Т на плоскости не более чем счѐтно 

24 nA...AA 21 — счѐтно, если каждое из множеств nA,...,A,A 21 — 
счѐтно 

25 чисел вида mn 32  — счѐтно, если Nn  и Nm   

26 иррациональных чисел интервала (0,1) — несчѐтно 

27 всех бесконечных последовательностей, составленных из нулей и 
единиц — континуально 

28 всех корней многочленов третьей степени с натуральными коэффи-
циентами — счѐтно 

29 функций вида ,: EEf n  где {0,1},E ..,.3,2,1n — счѐтно  

30 полученное объединением конечного числа счѐтных множеств — счѐтно 

  
Пример решения задания 1.3.4 

Доказать, что множество всех конечных последовательнос-
тей, составленных из элементов некоторого счѐтного мно-
жества, счѐтно. 

Пусть множество A  счѐтно, }{ 21 ,...a,...,a,aA n . Обозначим 
через kB  множество конечных последовательностей длины ,k  
составленных из элементов множества ,A  .Nk  Покажем для 
любого ,k  что множество kB  — счѐтно.  
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Пусть 

   
k

k a,...,a,ab 1111   

k

k
k

k

k

a,...,a,ab

...
a,...,a,ab

a,...,a,ab

2111

1213

2112

 

                             
Таким образом, любая конечная последовательность длины ,k  

составленная из элементов счѐтного множества, получит свой номер. 
Выпишем элементы множеств kB в виде бесконечной табли-

цы, где Nk (табл. 1.3.4). 

Таблица 1.3.4  

Будем обходить таблицу по 
маршруту, помеченному стрел-
ками.  

 1
1b     1

2b       1
3b   1

4b    . . .  
 

2
1b     2

2b      2
3b     2

4b   . . .  
 

3
1b      3

2b      3
3b     3

4b   . . .  
.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .   

По мере продвижения по 
этому маршруту будем наве-
шивать номера: 1 1

1 21, 2,b b  
2 2
2 13, 4,b b  и т. д. 

 

Имеем, что для любых индексов p,i  последовательность p
ib  

получит когда-нибудь единственный номер. 
 Таким образом, установлена биекция между множеством, со-

ставленным из элементов ,p
ib  и множеством индексов ,N  

то есть доказана счѐтность множества всех конечных последова-
тельностей, составленных из элементов некоторого счѐтного 
множества .A  

— сумма индексов у ia равна ,k  

— сумма индексов у ia равна 1k , 

— сумма индексов у ia равна 2k  и т. д. … 
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1.4. Отношения 

Бинарным отношением на множестве A  называется пара 
),,( GAФ  где A  — область задания отношения, G  — график 

отношения, причѐм .AG 2   
Если ,),( Gyx  то будем писать yx  и говорить, что x  и y  

вступают в отношение . Если x  и y не вступают в отноше-

ние ,  будем писать .yx   

Диагональю множества 2A  называется график 
.Ax|x,xA }){(  

Свойства отношений : 
1. Рефлексивность: ).( xxAx     

2. Антирефлексивность: ).( xxAx      

3. Симметричность: )( xyyxAyAx .     

4. Антисимметричность: ),( yxxyyxAyAx  или 

равносильное определение: ( , ).x A y A x y x y y x
 

5. Транзитивность: ( , ).x A y A z A x y y z x z  

6. Связность: yxyxAyAx (  или ).xy    
Эти свойства можно определить с помощью графиков отно-

шений: 
1. ,GA                2. ,GA      3. ,1GG   

4. ,1
AGG     5. ,GGG           6. .GG\A A

12  

Если даны два отношения: ),( GAФ  и ),,(Ψ FA то опера-
ции над этими отношениями сводятся к операциям над их гра- 
фиками: 

),(Ф FA,G  ),(Ф FA,G  ),\(\Ф FA,G  

 ,Ф ( ),Ψ A G F  G).\,( 2AA  
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Отношение называется отношением частичного порядка, если 
оно рефлексивно, антисимметрично и транзитивно. 

Отношение называется отношением линейного порядка, если 
оно является отношением частичного порядка и связно. 

Отношение называется отношением строгого порядка, если 
оно антирефлексивно, антисимметрично и транзитивно. 

Отношение называется отношением строгого линейного по-
рядка, если оно — связное отношение строгого порядка. 

Отношение называется отношением эквивалентности, если 
оно рефлексивно, симметрично и транзитивно. 

Классом эквивалентности, порождѐнным элементом ,x  на-
зывается множество всех элементов из ,A  вступающих с x  в от-
ношение эквивалентности. 

Фактор-множеством множества A  по отношению эквива-
лентности  называется множество всех различных классов экви-
валентности, которое обозначается ./A   

Мощность фактор-множества /A  называется индексом раз-
биения, порождѐнного отношением .  

 

Задание 1.4.1 
 Проверить для произвольных отношений ),( GAФ   и 

),(Ψ FA  справедливость утверждения: "Если отношения Ф   
и Ψ  обладают свойством  , то отношение Ф  также обладает 
свойством ". 

Обозначения: 1— рефлексивность, 2 — антирефлексивность, 
3 — симметричность, 4 — антисимметричность, 5 — транзитив-
ность, 6 — связность. 

Таблица 1.4.1 

№ T  № T  № T 

1 Ф Ψ   5 Ф Ψ   9 \Ф Ψ  

2 Ф Ψ   6 1Ф   10 Ф Ψ  

3 \Ф Ψ   7 Ф Ψ   11 Ф Ψ  

4 Ф Ψ   8 Ф Ψ   12 1Ф  



Глава 1 62 

Таблица 1.4.1 (окончание) 

№ T  № T  № T 

13 Ф Ψ   19 Ф Ψ   25 Ф Ψ  

14 Ф Ψ   20 Ф Ψ   26 Ф Ψ  

15 \Ф Ψ   21 \Ф Ψ   27 \Ф Ψ  

16 Ф Ψ   22 Ф Ψ   28 Ф Ψ  

17 Ф Ψ   23 Ф Ψ   29 Ф Ψ  

18 1Ф   24 1Ф   30 1Ф  

  
Примеры решения задания 1.4.1 

Пример 1. 
Проверить для произвольных отношений ,( )Ф A G  и 

)( F,AΨ  справедливость утверждения: “Если отношения Ф  и 
Ψ транзитивны, то отношение ΨΦ   также транзитивно”. 

Пусть ),\(\Ф FA,G  )},,{( baG  .c,bF )}{(  Тогда  
)},,{( caFG   

)}{(\2 c,aAFG  )}.(),(),(),(),(),(),,(),{( c,cc,bb,ca,cb,ba,bbaa,a  
Отношение ΨΦ   не транзитивно, так как его график FG  

содержит пары ),( ba и ),,( cb но не содержит пару ).,( ca  Значит, 
в общем случае утверждение, приведѐнное в примере 1, неверно. 

Пример 2. 
Проверить для произвольных отношений ,( )Ф A G  и 

)( F,AΨ справедливость утверждения: “Если отношения Ф   
и Ψ  рефлексивны, то отношение Ф Ψ  также рефлексивно”. 

Для рефлексивных отношений Ф  и Ψ  выполнены условия: 
,GA .FA  Значит, выполнено также включение: 

,FGA  а это и означает, что отношение Ф  также реф-
лексивно. То есть мы показали, что утверждение примера 2 верно 
для произвольных отношений Ф  и Ψ.  
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Задание 1.4.2 
1. Выяснить, какими из свойств: рефлексивность, антирефлек-

сивность, симметричность, антисимметричность, транзитивность, 
связность обладает данное отношение ).,(Ф GA  

2. Выяснить, что представляет из себя отношение ,ФФ  
.ФФ 1  

3. Построить на конечном множестве отношение, обладающее 
таким же набором свойств, что и данное. Изобразить его графом 
и аналитически. 

4. Построить на бесконечном множестве отношение, обладаю-
щее набором свойств, противоположным данному. В случае не-
возможности построения доказать противоречивость набора тре-
бований. 

Замечание. В случае отношений эквивалентности указать 
классы эквивалентности, фактор-множество, индекс разбиения. В 
случае отношений частичного или линейного порядка указать 
максимальные, минимальные, а также наибольшие и наименьшие 
элементы (если они существуют). 

Таблица 1.4.2 

№ A G 

1 множество студентов вашего вуза yx   yx ,  учатся на одном 
курсе 

2 ),(UP  где U — множество точек 
плоскости 

BA   BA  

3 множество окружностей на плос-
кости 

yx   x  касается y  

4 жители России на начало этого 
года 

yx  x  и y — супруги 

5 жители России на начало этого 
года 

yx   x  и y  состоят в одной 
и той же политической партии 

6 прямые в пространстве yx   x  и y  имеют хотя бы 
одну общую точку 
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Таблица 1.4.2 (продолжение) 

№ A G 

7 жители России на начало этого 
года 

yx   x  и y  разного возраста 

8 
N  yx   x  и y  имеют одинако-

вый остаток от деления на 3 

9 )(NP  BA   |B||A|  

10 R  yx   22 yx  

11 
}}10{){( 21 ,a|a,...,a,a in  yx   x  и y  отличаются 

только в одной координате 

12 2R  ),( ba x z или ty  

13 R  yx   122 yx  

14 жители России на начало этого 
года 

yx   старшеx y  

15 [0,4] yx   12yx  

16 
R  

yx   FG  и y  имеют одинако-
вую целую часть 

17 N  yx  yx  кратно трѐм 

18 )P(U , где U — множество точек 
плоскости 

BA   A и B  — в общем по-
ложении 

19 жители России на начало этого 
года 

yx  y — тѐща для x  

20 [0,2] yx  1yx  

21 2N  ),()( tzy,x yzxt  

22 N  yx  yx  кратно трѐм 

23 непрерывные на [0,1] функции 1

0

1

0
dx)x(gdx)x(f)x(g)x(f
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Таблица 1.4.2 (окончание) 

№ A G 

24 

nR  

)()( 11 nn b,...,ba,...,a

}1{ ni,amax i = 

= }1{ ni,bmax i  

25 жители России на начало этого 
года 

yx  x  — отец для y  

26 R  yx  32 yx  

27 читатели библиотеки вашего вуза yx  x  и y  прочитали одну 
и ту же книгу 

28 )P(U , где U  — множество точек 
плоскости 

BA   BA  

29 векторы на плоскости |b||a|ba  

30 жители России на начало этого 
года 

yx   x  — внук y  

    
Пример решения задания 1.4.2 

Решить задание 1.4.2 для случая, когда A  — множество тен-
нисистов, участвующих в турнире, где каждый теннисист должен 
сыграть с каждым ровно три партии. Пусть yx  означает, что x  
обыграл y  по результатам личных встреч. 

1. Выясним, какими из основных свойств обладает данное от-
ношение. 

1 . Отношение  не является рефлексивным, так как най-
дѐтся теннисист, не обыгравший сам себя. 

 2. Отношение  является антирефлексивным, так как каж-
дый теннисист не обыграл сам себя. 

3 . Отношение  не является симметричным, так как най-
дѐтся пара теннисистов x  и y такая, что x  обыграл y по очкам в 
личных встречах, а y  не обыграл x . 
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 4. Отношение  является антисимметричным, так как если 
x  обыграл ,y  то y  обязательно не обыграл .x  

 .5  Отношение  не яляется транзитивным, так как может 
сложиться ситуация, когда x  обыграл ,y  y  обыграл ,z  и в то же 
время z  обыграл x . 

 6. Отношение  является связным, так как любая пара 
спортсменов должна сыграть между собой и выявить победителя. 

2. Выясним, что из себя представляют отношения Ф Ф  
и Ф Ф-1. 

По определению композиции, x y  означает, что найдѐт- 
ся z  такой, что x z  и z .y  То есть в отношение Ф Ф будут 
вступать такие пары спортсменов x  и ,y  для которых найдѐтся 
теннисист .yx  такой, что x  обыграл ,z  а z  обыграл .y   

Рассуждая аналогично, получим, что в отношение Ф Ф-1 будут 
вступать такие пары спортсменов x  и ,y  для которых найдѐтся 
теннисист z  такой, что x  обыграл ,z  а z  проиграл .y  То есть 
график отношения Ф Ф-1 будут образовывать пары, составленные 
из теннисистов, для которых найдѐтся хотя бы один спортсмен, 
которого они оба обыграли в турнире.  

3. Построим на конечном множестве 
отношение, обладающее таким же на-
бором свойств, что и данное.  

Пусть , , , , ,Ф ({ },{( ),( ),( )}).a b c a b b c c a  
Изобразим это отношение в виде графа 
(рис. 1.4.2): 

.1  Это отношение не является 

рефлексивным, так как .aa  
 2. Отношение антирефлексивно, 

так как aa  и bb  и .cc   

.3  Отношение не симметрично, так как ba  и .ab  

 4. Отношение антисимметрично, так как ba  и ab , cb  

и bc , ac  и .ca  

 
Рис. 1.4.2 
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.5  Отношение не транзитивно, так как ba  и ,cb  но .ca  
 6.  Отношение связно, так как любая пара различных  

элементов из множества }{ c,b,a вступает в отношение  в том 
или ином порядке. 

4. Построим на бесконечном множестве отношение рефлек-
сивное, не антирефлексивное, симметричное, не антисимметрич-
ное, транзитивное и не связное.  

Пусть A = (0,+ ), x y означает, что x и y  имеют одинаковую 
дробную часть. 

1. Отношение рефлексивно, так как любое число имеет 
одинаковую дробную часть само с собой. 

.2  Отношение не антирефлексивно, так как найдѐтся число 
(например, 1,32), имеющее одинаковую дробную часть само  
с собой. 

 3. Отношение симметрично, так как если x и y имеют оди-
наковую дробную часть, то y и x  также имеют одинаковую дроб-
ную часть. 

4.  Отношение  не антисимметрично, так как, например, 
числа 1,78 и 4,78 не равны, и в то же время 4,78  1,78 и  
1,78  4,78. 

5. Отношение является транзитивным, так как если x  
и y имеют одинаковую дробную часть, y  и z  имеют одинаковую 
дробную часть, то x  и z  также имеют ту же самую дробную 
часть.  

.6  Отношение не связно, так как, например, 3,1 1,6 и 
6,11,3  и  1,36,1  .  

 Это отношение рефлексивно, симметрично и транзитивно, 
значит, оно является отношением эквивалентности. Классами 
эквивалентности являются множества }{ Zxx|x mki . Индекс 
разбиения, соответствующего данному отношению эквива-
лентности — континуальный, так как мощность фактор-множест-
ва /A  равна мощности всевозможных дробных частей, то есть 
множеству точек промежутка (0,1). 
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Задание 1.4.3 
Провести факторизацию отображения ,: YXf  если 

},,,,,{ edcbaX  ,6},{1,2,3,4,5Y  а значения )(xf  заданы таб- 
лицей. 

Таблица 1.4.3 

№ )(af  )(bf  )(cf  )(df  )(ef  

1 1 3 1 4 3 

2 1 2 5 5 1 

3 4 3 4 2 4 

4 2 3 6 2 3 

5 1 2 2 4 5 

6 3 2 3 2 3 

7 5 5 4 5 6 

8 1 6 3 1 3 

9 2 3 2 3 4 

10 6 3 6 2 6 

11 4 3 2 3 4 

12 5 1 1 6 5 

13 3 5 3 5 5 

14 4 3 2 1 3 

15 5 2 5 3 2 

16 4 1 4 2 4 

17 6 1 6 1 1 

18 5 3 5 3 3 

19 6 4 1 1 4 

20 3 2 3 2 2 

21 5 6 6 1 5 

22 2 1 2 3 2 
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Таблица 1.4.3 (окончание) 

№ )(af  )(bf  )(cf  )(df  )(ef  

23 5 5 4 5 4 

24 3 1 3 2 2 

25 5 3 3 6 3 

26 2 4 2 5 2 

27 4 3 4 1 3 

28 3 1 1 4 5 

29 2 2 3 2 3 

30 4 5 6 4 6 

 
Пример решения задания 1.4.3 

Провести факторизацию отображения ,YXf :  если 
,e,d,c,b,aX }{  ,6},{1,2,3,4,5Y  а значения )(xf  таковы: 

2;)(af 5;)(bf 2;)(cf 4;)(df  
Рассмотрим на множестве X отношение Ф, которое опреде-

лим так: )()( 2121 xfxfxx . Это — отношение эквивалентно-
сти, которое порождает разбиение множества X на классы экви-
валентности. 

В нашем примере имеем: c};{a,][][ ca  
};{][ dd }.,{][][ ebeb  Эти классы образуют фактор-множество 

множества X  по отношению : }}.{},{},{{ e,bdc,a/X  Заме-
тим, что индекс разбиения множества X равен 3. Введѐм соответст-
вие так: },{)()( c,acgag },{)( ddg  }.{)()( e,begbg  Легко 
заметить, что g является отображением X на /X . Для исходно-
го отображения )(xf  областью значений является множество 

{2,4,5}.)(Xf  
Рассмотрим соответствие h  следующего вида: 

)(Xf/X:h , заданное равенствами: 2,}),({ cah 4,})({dh  
5.}),({ ebh  Это соответствие всюду определено, сюръективно, 

функционально и инъективно, то есть h -биекция между мно-
жествами /X  и ).(Xf  
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Рассмотрим, наконец, соответствие YXfe )(: , .xxe )(  
Это соответствие всюду определено, функционально и инъектив-
но, то есть )(xe является взаимно-однозначным отображением 

)(Xf  в .Y   
Итак, исходное соответствие )(xf можно представить в виде 

композиции соответствий hg,  и .e  В построении этой компози-
ции и заключается факторизация отображения .f  

 
Задание 1.4.4 

Для данного отношения Ф = ({1,2,3,4,5}, G ) проделать сле-
дующее: 

1. Изобразить Ф графом. 
2. Достроить Ф до отношения эквивалентности, указать фак-

тор-множество. 
3. Достроить Ф до отношения частичного порядка, указать 

максимальные, минимальные элементы, а также пары несравни-
мых элементов. 

4. Достроить Ф до отношения линейного порядка, указать наи-
больший и наименьший элементы. 

5. Достроить Ф до отношения строгого порядка. 
6. Достроить Ф до отношения строгого линейного порядка. 

Замечание: отношение достраивается с помощью введения 
минимально необходимого числа дополнительных рѐбер. 

Таблица 1.4.4 

№                 G   №                   G   

1  (1,2), (3,2), (2,4)  7  (1,2), (4,3), (4,5) 

2  (2,1), (5,1), (4,2)  8  (3,5), (4,2), (1,2) 

3  (1,2), (3,4), (4,5)  9  (1,2), (2,3), (2,4), (4,5) 

4  (3,1), (2,5), (5,4)  10  (1,2), (2,3), (4,5), (5,3) 

5  (1,5), (5,4), (4,3)   11  (1,2), (1,5), (1,4) 

6  (2,3), (3,5), (5,1)  12  (1,2), (1,3), (3,2), (4,5) 
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Таблица 1.4.4 (окончание) 

№                 G   №                   G   

13  (1,2), (2,3), (3,4), (5,5)   22  (2,3), (5,4), (5,1) 

14  (4,3), (5,1), (1,2)  23  (4,1), (5,3), (2,3) 

15  (1,3), (3,4), (1,4), (2,5)  24  (2,3), (4,5), (3,4), (1,1) 

16  (2,3), (4,3), (3,5)  25  (4,3), (3,1), (1,2) 

17  (3,2), (1,2), (5,3)  26  (5,2), (2,4), (4,3), (1,1) 

18  (2,3), (4,5), (5,1)  27 (3,4), (1,5), (5,2) 

19  (4,2), (3,1), (1,5)  28  (5,4), (4,3), (5,3), (2,1) 

20  (2,1), (1,5), (5,4)  29  (2,4), (3,4), (4,1) 

21  (3,4), (4,1), (1,2)  30  (4,2), (5,2), (1,4) 

 
Пример решения задания 1.4.4 
 

 Решим задание для  
Ф = ({1,2,3,4,5}, {(1,2), (1,3), (5,4)}). 

Изобразим граф отношения Ф 
(рис. 1.4.4, а). 

2. Достроим Ф до отношения 
эквивалентности Ф1, добавляя ми-
нимально возможное число рѐбер, 
обозначим график полученного 
отношения эквивалентности через 

.G1  Тогда 1G  будет иметь вид: 
{(1,2), (1,3), (5,4), (1,1), (2,2), (3,3), 
(4,4), (5,5), (2,1), (3,1), (4,5), (2,3), 
(3,2)}. 

Изобразим граф отношения Ф1 
(рис. 1.4.4, в). 

Укажем фактор-множество для 
}{1,2,3,4,5A  по отношению Ф1: 

{4,5}}.{{1,2,3},1/A  Отметим, 
что индекс разбиения множества A  
равен 2. 

 
Рис. 1.4.4, а 

 
Рис. 1.4.4, в 
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3. Достроим Ф до отношения частичного порядка Ф2, обозна-
чив график этого отношения через .G2  

(5,4)}.(1,3),(1,2),(5,5),(4,4),(3,3),(2,2),{(1,1),2G  
Изобразим граф Ф2 (рис. 1.4.4, с). 
Минимальными элементами здесь 

являются 1 и 5, максимальными 
элементами — 2, 3 и 4.  

Пары несравнимых элементов: 
{1,4}, {1,5}, {2,4}, {2,5}, {3,4}, 
{3,5}, {2,3}. 

4. Достроим Ф до отношения ли-
нейного порядка Ф3, обозначив 
график этого отношения через .G3  

 (4,3),(4,2),(4,1),{(2,3),23 GG (5,3)}.(5,2),(5,1),   
Изобразим граф отношения Ф3 

(рис. 1.4.4, d). 
Наибольшим элементом здесь 

является 3, а наименьшим — 5. 
5. Само исходное отношение Ф 

является отношением строгого по-
рядка, так что достраивать его нет 
необходимости. 

6. Достроим Ф до отношения 
строгого линейного порядка Ф4, 
обозначив график этого отношения через .G4   

(3,2)}.(1,3),(1,2),(4,3),(4,3),(4,1),(5,3),(5,2),(5,1),{(5,4),34 A\GG
Изобразим граф отношения Ф4  

(рис. 1.4.4, e). 
 
Задание выполнено. 
 

 
Рис. 1.4.4, с 

 
Рис. 1.4.4, d 

 
Рис. 1.4.4, е 



 

 

Глава 2 
 

Булевы функции 
 

2.1. Булевы функции.  
          Суперпозиции 

Булевой функцией (сокращенно бф) называется функция вида  
,: EEf n  где },10{ ,E  т. е. ),,...,( 21 nxxxf  принимающая зна-

чения 0, 1 и аргументы которой могут принимать значения 0, 1. 
Множество всех булевых функций будем обозначать через .P2  
В таблице, задающей бф, наборы значений  переменных пи-

шут в определенном порядке — лексикографическом, который 
совпадает с порядком возрастания наборов, рассматриваемых как 
числа в двоичной системе счисления. 

Булевы функции, заданные табл. 2.1а и 2.1в, будем считать  
элементарными. 

Используются  обозначения: 
0)(1 xg  — константа 0 

1)(2 xg  — константа 1 

xxg )(3  — тождественная  
                           функция 

xxg )(4  — отрицание  

Таблица 2.1а 

x  1g  2g  3g  4g  

0 0 1 0 1 

1 0 1 1 0 
                      

 

Для отрицания употребляется также обозначение  .x   
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Таблица 2.1в 

x  y  1f  2f  3f  4f  5f  6f  7f  8f  9f  10f  

0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 

0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 

1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 

1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 

                   

yxy,xf )(1  — конъюнкция, употребляются также обозначе-
ния yx  и   .y&x  

yxy,xf )(2  — дизъюнкция yxy,xf )(3  — импликация 

xyy,xf )(4  — импликация  

yxy,xf )(5  — сложение по модулю два 

yxy,xf )(6  — эквиваленция y|xy,xf )(7  — штрих 
Шеффера 

yxy,xf )(8  — стрелка Пирса yxy,xf )(9  — запрет                 

xyy,xf )(10  — запрет 
Наборы u  и v  значений переменных называются соседними 

по i - той переменной, если они отличаются только i - той коор-
динатой, то есть имеют вид:  

),,...,,0,,...,( 1121 nii aaaaau  .aaaaav nii ),...,,1,,...,( 1121  

Переменная ix  называется фиктивной переменной бф f, если 
для любых наборов vu,  соседних по i -той переменной, выпол-
няется равенство .vfuf )()(  

Переменная ix  называется существенной переменной бф f,  
если существуют хотя бы одна пара vu,  наборов значений пере-
менных, соседних по i -той переменной, такая, что справедливо 
неравенство   .vfuf )()(   

Суперпозицией функций mf,...,f1  называется бф, получен- 
ная с помощью подстановок этих функций друг в друга на места 
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переменных, а также с помощью переименования переменных. 
Выражение, описывающее суперпозицию, называется  формулой. 

Некоторые основные равносильности: 

xyyx
xyyx

—  коммутативные законы 

z)yx()zy(x
z)yx()zy(x

—  ассоциативные законы
 

)zx()yx()zy(x
)zx()yx()zy(x

— дистрибутивные законы
 

xxx
xxx

— законы идемпотентности
 

110
100

xxx
xxx

— тождества с константами
 

x)yx(x
x)yx(x

— законы поглощения
 

yxyx

yxyx
— законы де Моргана

 

1xx  — закон исключѐнного третьего 

0xx  — закон противоречия            

xx — закон двойного отрицания    
 

xyxyx — правило вычѐркивания 

 
Задание 2.1.1 
Построить таблицу данной булевой функции  )( z,y,xf  
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Таблица 2.1.1 

№ )( z,y,xf   № )( z,y,xf  

1 zxzyx   16 yzyx  

2 xyzy|x )(   17 yzyx  

3 xzyx )(   18 xzyx )(  

4 yzyx   19 )()( yzyx  

5 yzyx   20 xzy|x )(  

6 yzyx   21 yzyx )(  

7 zxyx )(   22 yzyx )(  

8 yxzyx )(   23 yzyx )(  

9 xyzy|x )(   24 xzyx  

10 xzyx )(   25 yzyx ))((  

11 yxzyx   26 zyyx  

12 )()( xzyx   27 )()( xzyy|x  

13 yzyx   28 )( zyxyx  

14 xzyx )(   29 xxzzy  

15 yzyx )(   30 zyzyx  

    
Пример решения задания 2.1.1 

Построить таблицу булевой функции, заданной формулой     
                        xzyxx,y,zf )(  
Выпишем в таблицу под символами переменных все наборы 

значений, которые эти переменные принимают, а под символами 
булевых операций будем выписывать значения функций, соответ-
ствующие этим наборам. 
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 Для наглядности сверху проставим числа, указывающие по-
рядок выполнения действий, а снизу с помощью стрелок пока-
жем, над какими столбцами производятся действия и куда пи-
шется результат выполнения этих действий. Самой булевой 
функции )( z,y,xf  будет соответствовать столбец, обведѐнный 
двойной рамкой.  

 
 

 4  2  3 1  

x   y   z    x  
0 1 0 0 0 1 1 0 
0 1 0 0 1 1 1 0 
0 1 1 0 0 1 1 0 
0 1 1 1 1 1 1 0 
1 0 0 0 0 0 0 1 
1 0 0 0 1 0 0 1 
1 0 1 0 0 0 0 1 
1 1 1 1 1 1 0 1 

 
 
 
 

 
 
 

 
 
    
Итак, мы нашли, что исходная формула задаѐт булеву функ-

цию ),( z,y,xf  имеющую вектор значений (1111 0001). 
 

Задание 2.1.2 
Написать таблицу функции ),( y,xh  являющейся суперпозицией 

функций  nf  и  ,kf  если 0111),  (10011f  1011),  (01102f   

0110),  (11103f 0011),  (01114f 0111),  (11005f  

0100),  (10016f 0101),  (10117f 0110),  (10008f   

  0110),  (10109f 1000).  (010110f  
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Таблица 2.1.2 

№ n  k  )( y,xh   № n  k  )( y,xh  

1 1 2 ))(( y,y,x,xf,xf kn   9 5 4 ))(( y,x,y,y,xff kn  

2 2 1 ))(( x,y,x,yf,xf kn   10 3 2 ))(( y,y,xf,x,xf kn  

3 1 2 ))(( x,x,y,xf,yf kn   11 4 3 ))(( y,x,yf,y,xf kn  

4 3 5 ))(( y,y,x,yf,xf kn   12 2 4 ))(( y,y,y,xf,xf kn  

5 3 2 ))(( x,x,y,xf,yf kn   13 5 7 ))(( x,x,yf,y,xf kn  

6 4 3 ))(( y,x,y,yf,xf kn   14 9 8 ))(( x,y,xf,y,yf kn  

7 2 3 ))(( y,y,y,xf,xf kn   15 7 5 ))(( y,y,xf,y,xf kn  

8 5 2 ))(,( y,x,xf,xyf kn   16 8 7 ))(( y,x,yf,x,xf kn  

17 7 8 ))(( y,x,y,xf,yf kn   24 7 8 ))(( y,x,x,y,xff kn  

18 5 9 ))(( y,x,x,yf,xf kn   25 6 7 ))(( x,y,x,y,yff kn  

19 5 10 ))(( x,x,y,xf,yf kn   26 9 2 ))(( y,x,y,yf,xf kn  

20 10 9 ))(( y,y,x,xf,xf kn   27 2 10 ))(( x,y,xf,y,xf kn  

21 10 5 ))(( x,y,y,x,xff kn   28 3 9 ))(( x,x,x,y,yff kn  

22 7 9 ))(( y,x,x,y,yff kn   29 10 7 ))(( x,y,xf,x,yf kn  

23 8 7 ))(( x,y,y,y,xff kn   30 8 3 ))(( y,x,y,yf,xf kn  

    
Пример решения задания 2.1.2 

 Написать таблицу функции    ))(()( 12 x,y,xf,y,yfy,xh .  
Сначала запишем таблицу функций 1f  и 2f (табл. 2.1.2а).   

Таблица 2.1.2а 

xyz  
1f  2f   xyz  

1f  2f   xyz  
1f  2f  

000 1 0  011 1 0  110 1 1 

001 0 1  100 0 1  111 1 1 

010 0 1  101 1 0     
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Cоставим таблицу функции ).( y,xh Для этого запишем форму-
лу, задающую функцию ),( y,xh  выпишем под символами пере-
менных все наборы значений, которые эти переменные принима-
ют, а под символами булевых функций будем выписывать значе-
ния функций, соответствующие этим наборам.  

Заключительный столбец, задающий функцию ,h  обведѐм 
двойной рамкой.   

 Таблица 2.1.2b 

(h ,x )y  (2f ,y    ,y   (1f  ,x    ,y   ))x  

 0 0 1 0 0 1 0 0 0 

 0 1 1 1 1 0 0 1 0 

 1 0 1 0 0 1 1 0 1 

 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

 

Итак,  (1111).)( y,xh  

 

Задание 2.1.3 

Для данной функции  )( z,y,xf  

1. Выяснить, какие еѐ переменные являются  cущественными, 
а какие — фиктивными. 

2. Выразить )( z,y,xf формулой, содержащей только сущест-
венные переменные. 

Таблица 2.1.3 

№ )( z,y,xf   № )( z,y,xf   № )( z,y,xf  

1 1011 1011  5 1010 0000   9 0000 1010  

2 0011 1100   6 1100 1111  10 1001 1001 

3 0101 1111  7 0010 0010   11 0101 0000  

4 1000 1000  8 1100 0011   12 1100 1100  
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Таблица 2.1.3 (окончание) 

№ )( z,y,xf   № )( z,y,xf   № )( z,y,xf  

13 0100 0100   19 1111 0101   25 0110 0110  

14 1111 0011   20 0111 0111  26 1010 1111  

15 0000 0101   21 1010 0101  27 1010 1010 

16 0000 0011   22 0011 0011   28 1110 1110 

17 0011 0000  23 1011 1011  29 0001 0001  

18 1101 1101  24 1111 1100   30 0011 1111  

 

Пример решения задания 2.1.3 

 Для данной функции  1010)  (0101)( z,y,xf  
1. Выяснить, какие еѐ переменные являются  cущественными, 

а какие — фиктивными. 
2. Выразить )( z,y,xf  формулой, содержащей только суще-

ственные переменные. 
Таблица 2.1.3а 

x  y  z  f   x  y  z  f  

0 0 0 0  1 0 0 1 

0 0 1 1  1 0 1 0 

0 1 0 0  1 1 0 1 

0 1 1 1  1 1 1 0 
 
 1. Переменная х является существенной 

для данной бф, так как, например, наборы 
(0,0,0) и (1,0,0) являются соседними по пе-
ременной x  и ).001()000( ,,f,,f   

Переменная z  является существенной 
для данной бф, так как, например, наборы 
(0,0,0) и (0,0,1) являются соседними по пе-
ременной z  и  ).100()000( ,,f,,f   

Таблица 2.1.3в 

x  z  f  

0 0 0 

0 1 1 

1 0 1 

1 1 0 
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Переменная y  является фиктивной для данной бф, так как на  
всех наборах, соседних по переменной ,y  значения функции 
равны, то есть выполняются равенства: 

),010()000( ,,f,,f ),011()001( ,,f,,f ),110()100( ,,f,,f  

).111()101( ,,f,,f  

2. Выпишем таблицу функции ,f  как  функцию только от су-
щественных переменных (табл. 2.1.3в).    

Видим, что функция  .zxz,xf )(  
 

Задание 2.1.4 
1. Написать таблицу булевой функции ),( z,y,xf  заданной 

формулой. 
2. Найти фиктивные переменные данной функции. 
3. Преобразовать данную формулу в эквивалентную ей, но не 

содержащую фиктивных переменных.   

Таблица 2.1.4 

№                 )( z,y,xf  № )( z,y,xf  

1 zyxyxzyxzyx  10 yxyxyzzxy  

2 zyxxzyzyx  11 zyxzyzyxzyx  

3 zyxzyxyxzyx  12 zyxyzyxzyx  

4 zyxzyxyxzyx  13 zyxzyxzyxzy  

5 zyxyxzyxzyxzy  14 zyxzyxzyzyx  

6 yzxzyxyxzyx  15 zyzyxzyxzyxzx  

7 yzxyxzyxzyx  16 zyxzyxzyzyx  

8 zyxzxzyzyx  17 zyxzyzyxzyx  

9 zyxxyzyxzxy  18 zyxyxzxzyx  
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Таблица 2.1.4 (окончание) 

№                 )( z,y,xf  № )( z,y,xf  

19 zyxzyxyzzyx  25 zyxzxzyxzyxyx  

20 zyzyzxzyx  26 zyxzxyzxzyx  

21 zyxzxzyxzyx  27 zxyzyxzyxyzx  

22 zyxxyzzyxzyx  28 zyzyxyxzyx  

23 zyxxyzzyxzx  29 zyxzyxzxzyx  

24 zyxzyxzxzyx  30 zxzxyxzyx  

 
Выполним задание 2.1.4 для функции 
   zyxzyzyxzyxyx,y,zf )(  

1. При отыскании таблицы значений  для 
данной функции (табл. 2.1.4а) заметим, что из 
определения дизъюнкции и конъюнкции следу-
ет, что для построения таблицы функции, 
имеющей вид дизъюнкции нескольких выраже-
ний, нужно найти единичные наборы для каж-
дого из этих выражений, тогда объединение 
множеств единичных наборов и даст множество 
единичных наборов исходной функции.  

2. Рассмотрим пары наборов, соседних по 
переменной x , и значения функции на этих на-
борах:  

0;)001()000( ,,f,,f 1;)101()100( ,,f,,f  
1;)011()010( ,,f,,f 1.)111()110( ,,f,,f  

Значит, x  — фиктивная переменная. 
Так как ),100()000( ,,f,,f  значит, z  — существенная пере-

менная. 
Неравенство )010()000( ,,f,,f  показывает, что y  — также 

cущественная переменная. 

Таблица 2.1.4а 

xyz  f  

000 0 

001 1 

010 1 

011 1 

100 0 

101 1 

110 1 

111 1 
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3. Преобразуем формулу к виду, не содержащему фиктивной 
переменной. 

xzyxx,y,zf )(  

zyxzxyzyxzy)y(xyzyxzyzyxy 1  

)yx(xzyxxyzyxzxyzyxzxy  
yzyz 1 .                        

Итак,                             .yzx,y,zf )(  

2.2.  Булевы функции  
и теория множеств  
 Пусть множества mB,...,B,B 21  составлены из множеств 

nA,...,A,A 21  с помощью формул, содержащих теоретико-
множественные операции , , \ ,  , . 

  Тогда любому из множеств    ,Bi m,...,i 1  можно поставить  
в соответствие булеву функцию   ),,...,( 21 ni aaaf  ,,...,1 mi  полу-
ченную из формулы, задающей ,iB  заменой имѐн множеств iA  
на символы переменных  ,ia  символ  заменяется на ,  на , \ 
на ,  на +, знак дополнения — понимается, как отрицание.  

Тогда    ,2121 ffBB           ,12121 ffBB       
.ffBB 02121  

Если между множествами mB,...,B,B 21 записано соотношение, 
содержащее, кроме символов теоретико-множественных опера-
ций, символы:   (декартово произведение),  (включение), = 
(равенство),   (пустое множество), U (универсальное множест-
во), то в соответствующей формуле для булевой функции делает-
ся замена  на ,     на  ,  = на ,  на 0, U  на 1.  

   Тогда исходное соотношение будет истинным для любых 
множеств mB,...,B,B 21 тогда и только тогда, когда соответствую-
щая этому соотношению булева функция будет тождественно 
равна 1.  
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Задание 2.2.1 
Выяснить взаимное расположение множеств ,D ,E ,F  если 

,A ,B C  — произвольные подмножества универсального множе-
ства .U  

Таблица 2.2.1 

1 

D CB  

2 

D CBC\ABA )()(  

E ))(()( BA\CCB  E CBA  

F ))(()( A\CBCB  F )()( ABCB  

3 

D )()( ABCA  

4 

D CACB )(  

E CA  E ))())(( BCA\CB  

F 
)()()( A\CCBC\A

 
F CA  

5 

D CAB\ABC )()(  

6 

D )( BCBA  

E CBA  E ))\(()( ABCAB  

F BCACBA )()(  F CA  

7 

D )( B\CCA  

8 

D BAC\A )(  

E )()\( ACACB  E ))(()( C\B\AAB  

F BCA  F BC\A )(  

9 

D )( BACA  

10 

D )()( B\CA\CB  

E ))(()( C\B\ACA  E )( BCCA  

F CA  F CA  

11 

D )()( A\CBA  

12 

D ))(( A\BCCA  

E ))(())(( A\BCB\CA  E ))(()( A\B\CBA  

F )\( BAA  F BA  
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Таблица 2.2.1 (продолжение) 

13 

D )( B\XCA  

14 

D )()( BCBA  

E CA  E BA  

F ))(()( B\ACCA  F )()()( B\ACAA\B  

15 

D )( ACBA  

16 

D CAA\BBC )()(  

E BA  E )()( BCCA  

F ))())(( ACB\AC  F BCA  

17 

D BAC\BCA )()(  

18 

D CBCA )(  

E BCABBC )()(  E BA  

F BAC  F ))(()( B\CACB  

19 

D )( C\ABA  

20 

D )( A\BBC  

E ACB  E CA\B )(  

F )()( BAB\CA  F ))(()( A\C\BCB  

21 

D BA  

22 

D )( ACBA  

E ))(()( A\C\BBA  E )\( BAA  

F )( BCBA  F )\()\( CABCA  

23 

D BC\B )(  

24 

D ))(( B\CACB  

E )()( B\ACB  E CB  

F ))(())(( B\ACC\AB  F )\)\(()( BCACB  

25 

D CB  

26 

D CACB\A ))((  

E ))(())(( BACBBC  E ))(()( BC\ACA  

F )()( CBAB  F CA  

27 

D CAA\BBC )()(  

28 

D )( ACBA  

E CBA  E )())(( ACB\AC  

F ACBC )(  F B A  
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Таблица 2.2.1 (окончание) 

29 

D )()( BCBA  

30 

D BCCA )(  

E AB  E ))(()( B\CACB  

F )()()( A\BCAB\A  F AB  
 

Примеры решения задания 2.2.1  
Пример 1.  
Выяснить взаимное расположение множеств  ),()( B\AC\BD   

),( C\B\AE  ,BAF  если CBA ,,  — произвольные подмноже-
ства универсального множества .U   

Найдѐм соответствующие булевы функции:  
)()()( bacbc,b,afD , )()( cbac,b,afE ,  

bac,b,afF )(   и, построив таблицы, найдѐм векторы зна-
чений этих функций: 

1110),  (0010Df  1101),  (0000Ef 1111).  (0011Ff  
Так как множество единичных наборов функций Df  и Ef  

строго включены в множество единичных наборов функции ,Ff  
то 1FD ff   и ,1FE ff  но  FD ff  и  ,FE ff  значит, 

FD  и .FE    
  Выясним взаимное расположение множеств D  и :E  

1)0,1,0(Df  и EDfE 0)0,1,0(  
0)1,1,1(Df   и  DEfE 1)1,1,1(       

(1,0,0) 0Df   и  EDfE 1)0,0,1(  

Пример 2. 
Решить задание 2.2.2 для множеств ),(Δ B\ACBE  

)()( CBCBCAD ,  C.BF  
Найдѐм соответствующие булевы функции и векторы их зна-

чений:  
)10011011()( abcbfE  

)10011011()()( cbcbcafD  
)10111011(cbfF . 

 E   D,     
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Так как ,DE ff  то E = .D  Заметим, что  ,FE ff  и, постро-
ив таблицу, можем убедиться, что  1.E Ff f   

Значит, справедливы соотношения: .FDE  
 

Задание 2.2.2 
Проверить, что для любых множеств ,A ,B C выполнение 

включения    влечѐт выполнение включения  . 

Таблица 2.2.2 

№                            

1  CBA   )()( CABABA  

2  CBA   CBACA )\(\  

3  CBA   CBACA )\(  

4  CBA   BACACB )\()\(  

5  CBA   CA\BB )(  

6  CBA   CBACA )(  

7  CBA   CABA \  

8  CBA   CBBA  

9  CBA   CCABA )()\(  

10  CBA   BCBCA )\()\(  

11  CBA   ACCBA \\)\(  

12  CBA   CBABA )(  

13  CBA   )\( ABACA  

14  CBA   )()( CACBBA  

15  CBA   CBAB \  

16  CBA \   CABA \  

17  CBA \   ABBC \  
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Таблица 2.2.2 (окончание) 

№                            

18  CBA   ACCA \  

19  CBA   CABACB )\()\(  

20  CBA   )\( ACAB  

21  ACB \   ACBBA )(  

22  ACB \   )( BACCB  

23  ACB \   )()\(\ BAACAB  

24  ACB \   )( ABCB  

25  ACB \   ACCB  

26  ACB \   )\( CACB  

27  ACB \   BACBA \)\(  

28  ACB \   AACBBA )\)\(()\(  

29  ACB \   CBABCB )\()\(  

30  ACB \   )\()\( BCACBC  
 

 
Пример решения задания 2.2.2 

Проверить, что для любых множеств ,A ,B C выполне- 
ние включения CB\A  влечѐт выполнение включения  

.CBAAC )(  
Составим булеву функцию, соответствующую высказыванию, 

которое надо доказать:  
)())(( cbaaccba)c,b,a(f . 

Построим таблицу, убедимся, что заключительный столбец, 
являющийся вектором значений функции  )( c,b,af , состоит из 
одних единиц, что доказывает справедливость требуемого утвер-
ждения. 
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Задание 2.2.3 
Для произвольных множеств ,A ,B H проверить, является  ли 

выполнение включения   необходимым и достаточным услови-
ем выполнения  равенства .  

Таблица 2.2.3 

№ 
 

                          

1 
 

HBA \    )\(\ BAHAH  

2 
 

HBA \   )\)\(()\( HBAAHH  

3 
 

HBA \   )\()\( BAHABA  

4 
 

HBA \   )\()( HABAB  

5 
 

HBA \   )\()\( ABHBBA  

6 
 

HBA \   )()(\ HBBAAB  

7 
 

HBA \   )( BAHHA  

8 
 

HBA \   )()\( BHABBA  

9 
 

HBA \   )\)(()\( HBAAHHA  

10 
 

HBA \   HBABA \)\(  

11 
 

HBA \   )(\ HBAHA  

12 
 

HBA \   HBABA \  

13 
 

HBA   )()( ABHAH  

14 
 

HBA   )\()( ABHBBA  

15 
 

A  B  H  )\()\( ABHBBA  

16  HBA   )\)\(()\(\ HABBAHB  

17  HBA   )\()\(\)\( BAHBHAB  

18  HBA   )()\( HABABA  

19  HBA   BHAHA \)(\  
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Таблица 2.2.3 (окончание) 

№ 
 

                          

20  HBA   )\()(\ BAHAAH  

21  HBA   )\)(()\(\ AHBHAAB  

22  HBA   )\( ABHHA  

23  HBA   )\( HBAHA  

24  HBA   )\()(\ ABHAAH  

25  HBA   )\()\( BHBAHB  

26  HBA   )()\)(( HBAHBABA  

27  HBA   )\)(())(( HBABAHBA  

28  HBA   )\(\)(\ BAHAAH  

29  HBA   HABHB \)\(\  

30  HBA   )()( HBBABA   

 
 

Пример решения задания 2.2.3 

Для произвольных множеств ,A ,B H проверить, является  ли 
выполнение включения  HBA  необходимым и достаточным 
условием выполнения  равенства ).()( A\HA\BHA  

Составим булеву функцию, соответствующую высказыванию, 
которое надо доказать:  

)))()((())(()( ahabhahbah,b,af . 

Построим таблицу, убедимся, что заключительный столбец, 
являющийся вектором значений функции  )( h,b,af , состоит из 
одних единиц, что доказывает справедливость требуемого утвер-
ждения.   
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Задание 2.2.4 
Выяснить, верно ли равенство  для произвольных ,A ,B .C  

Таблица 2.2.4 

№ 

1 ))(())\(( BCABCACA  

2 )())(( CABCACA  

3 ))((\)(()( BCACBACBA  

4 )())\(( CABCACA  

5 ))\(()()( BCABACBA  

6 ))(()()\( BCACABCA  

7 )())(( CABCACA  

8 ))(()())(( BCACACBCA  

9 ))((\)()\( BCACABCA  

10 ))(())(()( CBACBACBA  

11 ))\((\))(( CBABCACA  

12 ))\((\)()( BCACACBA  

13 ))((\))(()( CBACBACBA  

14 )(\))(()\( BACBABCA  

15 ))(())\(( CABCABAB  

16 )())(( ABCABAB  

17 ))\(()( CABABAB  

18 )())\(()( CBCABCAB  

19 ))(()( CABABAB  

20 ))((\)()\( CABABCAB  
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Таблица 2.2.4 (окончание) 

№ 

21 ))\((\))(( ACBCABAB  

22 ))\((\)()( CABABCAB  

23 ))(()()\( CABABCAB  

24 )(\))(()\( CBCABCAB  

25 ))(())\(( ABCABCBC  

26 )())(( BCABCBC  

27 ))((\)(()( BACBACBAC  

28 )())\(( BCABCBC  

29 ))\(()()( ABCACBAC  

30 ( \ ) ( ) \( ( ))C B A C B C A B  

 
 
 
Пример решения задания 2.2.4 

Выяснить, верно ли равенство  
))(()()\( BACBCABC   для произвольных ,A ,B .C  

Составим булеву функцию, соответствующую высказыванию, 
которое надо доказать: 

))(()())()( bacbcab(cc,b,af . 

Построим таблицу, убедимся, что заключительный столбец, 
являющийся вектором значений функции )( c,b,af , состоит из 
одних единиц, что доказывает справедливость требуемого утвер-
ждения.   
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2.3. Нормальные формы  
          и полиномы  

Возведение в степень булевых переменных определяется так:         
,1 xx  xx0 . 

 Элементарной конъюнкцией называется выражение  

,...2

2

1

1

mi

m

ii a
i

a
i

a
i xxx   где все переменные, вошедшие в состав 

конъюнкции, различны,   .1m   
Дизъюнктивной нормальной формой (ДНФ) данной булевой 

функции называется еѐ представление в виде дизъюнкции неко-
торых элементарных конъюнкций.  

Для любой булевой функции )( 21 nx,...,x,xf  справедлива фор-
мула дизъюнктивного разложения по совокупности переменных: 

),...,,,...,(...),...,( 1121),...,,(21
21

21
nkk

a
k

aa

aaan xxaafxxxxxxf k

k

. 

 Заметим, что эта формула остаѐтся справедливой и для раз-
ложения не только по первым k переменным. 

Совершенной дизъюнктивной нормальной формой (СДНФ) 
данной булевой функции называется еѐ представление в виде:   

  n

n
n

a
n

aa

a,...,a,af
a,...,a,an x...xxx,...x,xf 21

21
21

21
1)(

)(21 )( . 

Элементарной дизъюнкцией называется выражение 

,...2

2

1

1

mi

m

ii a
i

a
i

a
i xxx  где все переменные, вошедшие в состав 

дизъюнкции, различны, .m 1  
Для любой булевой функции )( 21 nx,...,x,xf  справедлива фор-

мула конъюнктивного разложения по совокупности переменных:    

)),...,,,...,(...(),...,,( 12121
),...,(

21
21

21
nkk

a
k

aa
aaan xxaaafxxxxxxf k

k

.  

Конъюнктивной нормальной формой (КНФ) данной булевой 
функции называется еѐ представление в виде конъюнкции неко-
торых элементарных дизъюнкций. 
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Совершенной конъюнктивной нормальной формой (СКНФ) 
данной булевой функции называется еѐ представление в виде:      

)...(),...,( 21

21
21

21
0),...,,(

),...,,(21
n

n
n

a
n

aa

aaaf
aaan xxxxxxf . 

Полиномом Жегалкина булевой функции )( 21 nx,...,x,xf  назы-
вается еѐ представление в виде суммы по модулю два некоторых 
элементарных конъюнкций и, быть может, константы 1. 

Полином Жегалкина может быть найден с помощью формулы  

),(...)()(),...,( 2211
1),...,,(

),...,,(
21

21

21
nn

aaaf
aaan axaxaxxxxf

n
n

 

в которой нужно раскрыть скобки и упростить выражение с по-
мощью соотношений:  

,)( zxyxzyx    ,1 xx     ,0 xx      .0xx  
 

Задание 2.3.1 
Преобразовать ),( 4321 x,x,x,xf  используя формулу дизъюнк-

тивного разложения по совокупности переменных ,, kn xx пред-
ставляя получаемые функции от двух переменных  формулами 
над множеством элементарных связок: отрицание, конъюнкция, 
дизъюнкция, импликация, сумма по модулю два, эквиваленция, 
запрет, штрих Шеффера, стрелка Пирса. 

Таблица 2.3.1 

№ f n k  № f n k 

1  0110  1110  1101 1001 1 2  6  0110  1110  1101  1001 3 4 

2  0110  1110  1101 1001 1 3  7  1010  1110  0110  0101 1 2 

3  0110  1110  1101 1001 1 4  8  1010  1110  0110  0101 1 3 

4  0110  1110  1101 1001 2 3  9  1010  1110  0110  0101 1 4 

5  0110  1110  1101  1001 2 4  10  1010  1110  0110  0101 2 3 
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Таблица 2.3.1 (окончание) 

№ f n k  № f n k 

11  1010  1110  0110  0101 2 4  21  1110  0111  0101  1011 1 4 

12  1010  1110  0110  0101 3 4  22  1110  0111  0101  1011 2 3 

13  1100  0100  0111  0110 1 2  23  1110  0111  0101  1011 2 4 

14  1100  0100  0111  0110 1 3  24  1110  0111  0101  1011 3 4 

15  1100  0100  0111  0110 1 4  25  1010  0110  1111  0111 1 2 

16  1100  0100  0111  0110 2 3  26  1010  0110  1111  0111 1 3 

17  1100  0100  0111  0110 2 4  27  1010  0110  1111  0111 1 4 

18  1100  0100  0111  0110 3 4  28  1010  0110  1111  0111 2 3 

19  1110  0111  0101  1011 1 2  29  1010  0110  1111  0111 2 4 

20  1110  0111  0101  1011 1 3  30  1010  0110  1111  0111 3 4 

 
 
Пример решения задания 2.3.1 

 Разложим функцию )xxxf(x 4321 ,,, = (0100 0111 1000 1011)   
по переменным .x,x 42 . 

 

   Для этого случая формула дизъюнктивного разложения 
примет вид:  

),,,(),,,( 432142),(
4321

42

42

axaxfxxxxxxf aa

aa
 

),,,( 432142

)1,1(
)0,1(
)1,0(
)0,0(

42 axaxfxx aa )0,,0,( 31
0
4

0
2 xxfxx  

)1,,1,()0,,1,()1,,0,( 31
1
4

1
231

0
4

1
231

1
4

0
2 xxfxxxxfxxxxfxx  
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4 32 4 21 13

2 1 3 2 4 1 34

( ,0, ,0) ( ,0, ,1)

( ,1, ,0) ( ,1, ,1)

x x f x x x x f x x

x x f x x x x f x x

 

4 32 4 21 13

2 1 3 2 4 1 34

( ,0, ,0) ( ,0, ,1)

( ,1, ,0) ( ,1, ,1)

x x f x x x x f x x

x x f x x x x f x x
 

  Запишем таблицу функции  )( 4321 x,x,x,xf  и с еѐ помощью 
составим таблицы всех четырѐх функций от переменных ., 31 xx  
 
 
 
 

Таблица 2.3.1а 

1x  2x  3x  4x  f   1x  2x  3x  4x  f  

0 0 0 0 0  1 0 0 0 1 

0 0 0 1 1  1 0 0 1 0 

0 0 1 0 0  1 0 1 0 0 

0 0 1 1 0  1 0 1 1 0 

0 1 0 0 0  1 1 0 0 1 

0 1 0 1 1  1 1 0 1 0 

0 1 1 0 1  1 1 1 0 1 

0 1 1 1 1  1 1 1 1 1 
 
 
 
 
 

Таблица 2.3.1b 

1x  3x  )00( 31 ,x,,xf  )10( 31 ,x,,xf  )01( 31 ,x,,xf  )11( 31 ,x,,xf  

0 0 0 1 0 1 

0 1 0 0 1 1 

1 0 1 0 1 0 

1 1 0 0 1 1 
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Как мы видим,  ,xx)00( 3131 ,x,,xf  ,xx)10( 3131 ,x,,xf   

,xx)01( 3131 ,x,,xf   ,xx)11( 3131 ,x,,xf  значит, можно записать 
ответ: 

)()( 31424321 xxxxx,x,x,xf )( 3142 xxxx  
)( 3142 xxxx  )( 3142 xxxx . 

 

Задание 2.3.2 
1. Выяснить вопрос о равносильности ДНФ 321 ,, fff  сведени-

ем их к СДНФ. 
 2. Преобразовать с помощью дистрибутивных законов 2f   

в КНФ, упростить полученное  выражение. 

Таблица 2.3.2 

№ 1f  2f  3f  

1 yzyxyx  xzyx  zy  

2 xyzyxxzzy  yzyxxy  xzyxz  

3 yxxzzy  zyxyyxzy  xzxyzyx  

4 yzxxzzyx  yxzzyx  yzyx  

5 xzzyxyzy  xzyzxy  xzzyxy  

6 zyxzxyzy  yxzx  yzxx  

7 zyxyzxzzyx  xzxyxy  zxyxz  

8 zyxzxyzyxzyx  zxyyx  zxzyzy  

9 zyxzyyxzy  zxxyxy  zy  

10 yzxzyzxzyx  zxxyxy  zyx  

11 zyxxyzyzyx  xyxxy  xzyzy  
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Таблица 2.3.2 (окончание) 

№ 1f  2f  3f  

12 zyzxyxyyzx  zzyxy  xzxzxy  

13 yzzxzy  zyyx  zx  

14 zxxyxyzyz  xzzyyz  zxyxy  

15 zxzxzyyz  xzzxzyyz  zxyyyzx  

16 zyxxyzyx  zyxxyz  zyxz  

17 yzzxyxzx  zyxzxy  zyxyzx  

18 yzxzyxzx  zyxy  zyxy  

19 zyxxzyzxxy  zyzyxy  zyyxx  

20 zyxyxzyzyx  xyzzy  zxyxzx  

21 zyzyxzxxz  zyzyyx  zx  

22 zyxyxzxzxy  zyzyyx  zxy  

23 zyxxyzxzyx  zyyzy  zxyzx  

24 zyyzxzxzyx  zxxzy  zyyxyx  

25 zxxy  zyxyx  xyzzyxzy  

26 zyxyxz  zxxy  yzzyxzxy  

27 yzzxyx  xzyxzyyx  zxxyyz  

28 yxzyxzyx  zxzy  zzxy  

29 zyxxyzyxyz  zxzxyz  zxyzy  

30 xzyzx  zyzyxzxzyx  zyyxyx  



Булевы функции 99 

Пример решения задания 2.3.2  

Решим задание  2.3.2 для 
xzzyyxz,y,xf )(1 , zyzxyxz,y,xf )(2 , 

.yzzxxyz,y,xf )(3  
1.  Преобразуем данные функции в СДНФ: 

zxzyyxxzzyyxz,y,xf 111)(1  

zyyxzyxxzzyx )()()(  

.zyxxyzzyxzxyzyxzyx  

zyxxzxyzzyyxzyzxyxz,y,xf )()()()(2  

zyxzyxzxyzyxzyxzyxyzx  

.zyxzxyzyxzyxzyxyzx  

yzxxzyyxzzxyyzzxxyz,y,xf )()()()(3  

.zyxzyxzyxzyxzxyxyz  
Сравнивая СДНФ этих функций, делаем вывод, что 

231 fff . 
 2. Преобразуем 2f  в КНФ. Воспользуемся одним из дистри-

бутивных законов:          
)()()(2 zyzyxxz,y,xf  

)()()()()()( zzxzyxzxxyzxyyxyxx  

)1()()1()()1()1( xzyxzyzxxy  

1)(1)(11 zyxyzx ).)(( zyxyzx  

 

Задание 2.3.3 
1.  Найти двумя способами полином функции, заданной век-

торно. 
2.  Найти  СДНФ. 
3.  СКНФ данной функции. 
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Таблица 2.3.3 

№ f  № f  № f  

1 1001  0111 11 0011  1000 21 0111  1001 

2 0110  1011 12 0001  0110 22 0100  1010 

3 1110  0110 13 1101  1010 23 0011  1000 

4 0111  1001 14 0101  1100 24 1000  0111 

5 1100  0111 15 1110  1101 25 0110  0011 

6 1001  0100 16 0010  1000 26 0111  1010 

7 1011  0101 17 1010  1101 27 1101  0111 

8 1000  0110 18 0010  0110 28 0011  1110 

9 1010  0110 19 1010  0111 29 1101  1000 

10 0101  1000 20 0101  1001 30 0110  0101 

 
Пример решения задания 2.3.3 

Решить задание 2.3.3 для функции 0101).  (0001)( z,y,xf  
Запишем таблицу данной функции в развѐрнутом виде. 

                                                                          Таблица 2.3.3a 

x  y  z  f  

0 0 0 0 

0 0 1 0 

0 1 0 0 

0 1 1 1 

1 0 0 0 

1 0 1 1 

1 1 0 0 

1 1 1 1 
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Способ 1.   Найдѐм полином Жегалкина данной функции, ис-
ходя из формулы:    

                  .

1),,(
),,(

))()((),,(
cbaf
cba

czbyaxzyxf  

Получим:   

(1,1,1)
(1,0,1)
(0,1,1)

))()((),,( czbyaxzyxf  

0)0)(0)((0)1)(0)((0)0)(1)(( zyxzyxzyx  

( 1) ( 1)
.

x yz x y z xyz xyz xz xyz yz xyz
xz yz xyz

 

.xyzyzxzz,y,xf )(      Итак,  .xyzyzxzz,y,xf )(  

Способ 2. Применим метод неопределѐнных коэффициентов. 
Будем искать полином для данной функции в виде:  

.xyzayzaxzaxyazayaxaaz,y,xf 76543210)(      (*) 

Используя таблицу функции, будем подставлять наборы зна-
чений переменных и значения функции в соотношение (*)  и по-
следовательно находить неопределѐнные коэффициенты :ia   

0 1 2 3 4 5 6 7(0,0,0) 0 0 0 0 0 0 0 0f a a a a a a a a

0a   ,00a  

100)100( 3a,,f     ,03a  

21 100)010( aa,,f  ,02a  

66 101)110( aa,,f  ,16a  

11 100)001( aa,,f  ,01a  

5531 11101)101( aaaa,,f  ,15a  

4421 11100)011( aaaa,,f  ,04a  

11111111)111( 76543210 aaaaaaaa,,f  

77765 1101110 aaaaa       .17a  



Глава 2 102 

Получили, что 
xyzyzxzxyyxz,y,xf 1110000)(  

.xyzyzxz  
Как и следовало ожидать, результаты, найденные различными 

способами, совпали. Итак, .xyzyzxzz,y,xf )(  
Найдѐм СДНФ данной функции: 

0 1 1 1 0 1 1 1 1

( , , ) (0,1,1)
( , , ) 1 (1,0,1)

(1,1,1)

( , , ) a b c a b c

a b c
f a b c

f x y z x y z x y z x y z x y z x y z

xyzzyxyzx . 
Найдѐм СКНФ:  

)()()(

)011(
)001(
)010(
)100(
)000(

0)(
)(

cba

,,
,,
,,
,,
,,

cba

c,b,af
c,b,a

zyxzyxz,y,xf  

)()()()()( 100110101011111 zyxzyxzyxzyxzyx

)()()()()( zyxzyxzyxzyxzyx . 

2.4.  Классы Поста 
Классами Поста называются следующие классы:  

,0T ,1T ,L ,S .M  
Класс функций, сохраняющих константу 0: 

0}.)000({ 20 ,...,,f|PfT  
Класс функций, сохраняющих константу 1: 

1}.)111({ 21 ,...,,f|PfT  
Класс линейных функций: 

}.)({ 110212 nnn xa...xaax,...,x,xf|PfL  
Класс самодвойственных функций: 

}.)({ 11)(2 1 nna,...,a a,...,a(fa,...,af|PfS
n
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 Говорят, что набор    предшествует набору , и пишут   
    , если ii ba  для .,...,2,1 ni   

Класс монотонных функций:  
     )}()(|{ 2 ffPfM . 

Замыканием множества булевых функций u  называется мно-
жество всех суперпозиций функций класса ,u  которое обознача-
ется ].[u   

Класс u  называется функционально замкнутым, если .][ uu   

 Теорема. Классы Поста функционально замкнуты.  
Класс функций u  называется функционально полным, если 

.][ 2Pu   
 Класс функций u  называется функционально полным в сла-

бом смысле, если добавление в u  констант 0 и 1 превращает его 
в функционально полный класс. 

 Теорема Поста. Множество булевых функций u  является 
функционально полным тогда и только тогда, когда для каждого 
из классов Поста найдѐтся во множестве u  функция, не принад-
лежащая этому классу. 

 
Задание 2.4.1 
 Доопределить функции ),,,( zyxf  ),,,( zyxg  )( z,y,xh  так, 

чтобы ,Mf  ,Lg  .Sh  
Если построение какой-либо функции невозможно, докажи- 

те это.  
Выясните вопрос о принадлежности построенных функций  

к классам 0T  и .1T  

Таблица 2.4.1 

№ f  g  h  

1 ( - 1 0 -   1 - - - ) ( - 1 0 -    - 0 - 0 ) ( - 0 - -   1 1 - 1 ) 

2 ( - - - 0  1- - - ) ( 0 - - -   1 1 0 - ) ( 1 1 - -   1 0 - - ) 

3 ( - - - 0   - 1 0 - ) ( - - - 0   0 - 1 0 ) ( - 1 - -   0 1 - 0 ) 
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Таблица 2.4.1 (окончание) 

№ f  g  h  

4 ( - 1 - -   - - 0 - )  ( 0 1 - 0   - 1 - - ) ( 1 0 1 -   1 - - - ) 

5 ( - - - 0   - 0 1 - )  ( 0 - 1 0   - - - 1 ) ( - - 1 0   - - 0 1 ) 

6 ( - - 1 -   - 0 - - )  ( - 0 1 -   - 1 - 1 ) ( - 1 - 0   - 1 - 0 ) 

7 ( - 0 - 0   1 - - - ) ( 1 - - -   0 0 1 - ) ( - 0 0 -   1 - - 1 ) 

8 ( - 1 - 1  - - 0 - ) ( - - - 1   1 - 0 1 ) ( - 1 - -   1 0 - 0 ) 

9 ( - 0 1 -   - 0 - - ) ( 1 0 - 1   - 0 - - ) ( 0 - - -   1 0 1 - ) 

10 ( - - - 0   1 - 1 - ) ( 1 - 0 1    - - - 0 ) ( 1 - - 1   - 0 0 - ) 

11 ( - 1 - -   - - 0 1 ) ( 1 - 1 -   - - 0 0 ) ( 1 - 1 0   - - 1 - )  

12 ( 0 - - 0   1 - - - ) ( - - 0 0   1 - 0 - ) ( - - 1 0   - - 0 0 ) 

13 ( 0 - 1 -   - 0 - - ) ( - - 1 0   1 - 1 - ) ( - 1 0 -   0 - - 1 )  

14 ( 0 1 - -   - - 0 - ) ( - 0 0 -   1 - 1 - ) ( 1 1 - 1   - 0 - - ) 

15 ( - - - 0   1 - - 1 ) ( 0 - - -   0 0 1 - ) ( - 0 1 0   - - - 1 )  

16 ( - - 1 -   - 0 - 1 ) ( - 1 0 -   0 - - 1 ) ( - 1 - -   1 0 - 0 ) 

17 ( - 1 - -   - 1 0 - ) ( 0 - - 1   - 0 - 0 ) ( 0 0 - 1   - 1 - - ) 

18 ( - - 0 0   1 - - - ) ( - - 1 -   1 1 - 0 ) ( 0 0 - 0   - 0 - - ) 

19 ( - 0 1 -   - 0 - - ) ( - - - 0   0 1 - 0 ) ( 0 1 - -   0 1 - - ) 

20 ( - 1 - -   0 - 0 - ) ( 1 - - 0   - 1 - 1 ) ( 0 - 1 0   - - 0 - ) 

21 ( - - - 0   1 - 1 - ) ( - - 0 -   0 0 - 1 ) ( - - - 1   - 0 1 0 ) 

22 ( - - 1 1   - 0 - - ) ( - - - 1   1 0 - 1 ) ( - 1 - -  1 0 - 0 ) 

23 ( - 1 0 -   - - 0 - ) ( 1 - - -   1 1 0 - ) ( 0 - - 1   - 1 0 - ) 

24 ( - 0 1 -   - 0 - - ) ( - 0 1 -   1 - - 0 ) ( - 1 - 0   - 0 - 1 ) 

25 ( - 0 - 0   1 - - - ) ( - 1 - 0   1 - 0 1 ) ( 1 - - 0   - 1 0 - ) 

26 ( - 1 - 1   - - 0 - ) ( 1 - - 0   - 0 1 - ) ( - - 0 1   - - 1 1 ) 

27 ( - 0 - 0   1 - - - ) ( 0 1 - 1   - 0 - - ) ( 0 - 0 0   - - 0 - ) 

28 ( - - 1 1   - 0 - - ) ( - 1 0 -   1 - 0 - ) ( 0 - - 1  - 0 1 - ) 

29 ( - 1 - -   0 1 1 - ) ( 0 1 - -   1 - 0 - )  ( - 1 0 1   - - - 0 ) 

30 ( - - - 0   1 1 - - ) ( - 0 - -   1 0 1 - ) ( 0 0 - 0   - 0 - - ) 
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Пример решения задания 2.4.1  

Решим задание 2.4.1 для -0-),-(-101f  010),--1-(-g  
-1-).-10-(1h   

Изобразим развѐрнутую таблицу 
данных функций. 

Доопределим функцию ,f  исполь-
зуя определение монотонной функции.  

Так как ,,,f 0)011(  то на всех на-
борах, предшествующих набору ),0,1,1(  
функция f тоже должна равняться 0,  
т. е. .,,f,,f 0)001()000(  

Так как 1,)1,0,0(f  то на всех на-
борах, которым предшествует набор 

),1,0,0(  функция f  должна принять 
значение 1, т. е. .,,f,,f 1)111()101(  
Получаем: .(01010101))( z,y,xf   

Доопределим функцию ,g  учиты-
вая, что она — линейная. Общий вид линейной функции от пере-
менных zyx ,,  имеет вид: .zayaxaaz,y,xg 3210)(  

 Будем подставлять наборы значений аргументов, на которых 
функция определена. 

Получим систему соотношений:  

1110
0111
1010
1101

3210

3210

3210

3210

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

  

или 

0
1
0
1

3210

210

310

320

aaaa
aaa
aaa
aaa

. 

Заменяя 210 aaa  на 1 в 4 уравнении системы, имеем:  
.101 33 aa   

Таблица 2.4.1а 

xyz  f  g  h  

000 - - 1 

001 1 - - 

010 0 - 1 

011 1 1 0 

100 - - - 

101 - 0 - 

110 0 1 1 

111 - 0 - 
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Сложив первые три уравнения и учитывая, что ,0xx  по-
лучим: .aa 100 00  

Подставляя в 1 уравнение найденные значения 0a  и 3 ,a  полу-
чим: 110 2a или ,112a  откуда .a 02  

Подставив значения 0a  и 3a  во 2 уравнение, получим: 
010 1a или ,011a  откуда .a 11   

Итак, .zxzyxz,y,xg 1010)(  

Исходя из этой формулы, найдѐм значения функции g  на тех 
наборах, на которых она была не определена: 0;00(0,0,0)g  

1;10(0,0,1)g  0;00(0,1,0)g  .g 101(1,0,0)   

В итоге имеем: .z,y,xg )10100101()(  

 Доопределим функцию ,h  используя определение самодвой-
ственной функции. Так как наборы (0,0,0) и (1,1,1) противопо-
ложны и 1(0,0,0)h  .h 0(1,1,1)   

Противоположными парами наборов значений переменных 
являются также (0,0,1) и (1,1,0), (0,1,0) и (1,0,1), (0,1,1) и (1,0,0). 
Используя известные значения функции ,h  получим: 

,01)0,1,1()1,0,0( hh  .,,h,,h 01)010()101(  

Итак, .z,y,xh )10100101()(  

Так как (0,0,0),0(0,0,0)(0,0,0) hgf  то ,0Tf  ,0Tg  
.Th 0  

Так как 0,(1,1,1)(1,1,1) hg  1,(1,1,1)f то ,1Tf  ,1Tg  
.Th 1  

Задание 2.4.2 
1. Можно ли из функции )(x,y,zf  с помощью суперпозиций 

получить )(x,y,zg ? 
 2. Верно ли, что ][)( gx,y,zf ?  ( ][g  — замыкание класса 
}{g ). 
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Таблица 2.4.2 

№ f  g   № f  g  

1 1001 0110 1110 0110  16 1010 0100 1000 1110 

2 1001 0100 1101 0100  17 0101 1110 1011 0000 

3 0111 1010 1000 0110  18 1101 0000 1101 0100 

4 1101 1010 1010 1010  19 1100 0001 1101 1000 

5 0110 1111 1010 0110  20 1001 1000 1110 1000 

6 1000 0110 1001 1000  21 1011 0010 1100 0110 

7 0110 1110 1001 0010  22 1000 1100 0011 1010 

8 1000 0110 1101 1001  23 1001 0110 1111 0010 

9 1100 0111 1001 1110  24 1100 1110 1000 0001 

10 1010 0110 1001 0110  25 1100 0011 1001 1000 

11 1110 1000 1100 1000  26 1001 0110 1101 1100 

12 1000 0000 1100 0011  27 0111 1010 1001 1010 

13 0111 1110 1101 0000  28 1101 0000 1110 1000 

14 1110 0000 1011 0010  29 1111 0111 1010 1000 

15 1110 1111 1100 0010  30 1000 1000 1001 0110 

 
 
Пример решения задания 2.4.2  

Решим задание 2.4.2 для функций 0100),  (1001f  
0110).  (1001g  

 Проверим )(x,y,zf на принадлежность к классам Поста. 
 ;1)000( 0Tf,,f ;1)111( 1Tf,,f  
 (0,0,0)    (0,0,1) и ;)100()000( Mf,,f,,f   
 (0,0,1) и (1,1,0) — противоположные наборы,  

;)011()100( Sf,,f,,f  
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zyxyzxzyxx,y,zf )1()1()1)(1)(1()(  

xzxyzyzxyzxyzyzxzxyzyx1  

.xyzxyzyx1  

Так как в полиноме функции f  присутствуют конъюнкции, то 
.Lf  

 Итак, мы видим, что функция )(x,y,zf не принадлежит ни од-
ному из классов Поста, значит, система }{ f функционально пол-
на, и с помощью суперпозиций из f  можно получить любую бу-
леву функцию, в частности, ).(x,y,zg  

Проверяя значения функции )(x,y,zg  на всех парах противо-
положных наборов, видим:  

)111(1)000( ,,g,,g , )011(0)100( ,,g,,g , 

)1,0,1(1)0,1,0( gg , )001(1)110( ,,g,,g .  

Значит, .Sg   
Так как S  — функционально замкнутый класс, то ,][ Sg  но 

,Sf  значит, .gf ][  
 

Задание 2.4.3 
Для функций )(x,y,zf и )(x,y,zg выяснить вопрос об их при-

надлежности к классам ,0T ,1T ,L ,S .M  
В случае, если некоторая функция представляет из себя функ-

ционально полный класс, выразить из неѐ с помощью суперпози-
ций константы 0,1, отрицание и конъюнкцию .xy  

 В случае, если некоторая функция представляет из себя 
функционально полный в слабом смысле класс, выразить из неѐ  
с помощью суперпозиций и фиксирования переменных отрица-
ние и конъюнкцию .xy  

 Полученные результаты проверить с помощью построения 
таблиц. 
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Таблица 2.4.3 

№ f  g   № f  g  

1 1100 0111 1101 1000  16 0010 0100 1000 1110 

2 1110 1010 00110101  17 1101 1110 1011 0011 

3 0100 1101 1100 1110  18 1101 0000 1101 0100 

4 1111 0100 1001 0110  19 1100 0001 1101 1110 

5 0110 1001 1101 0100  20 1001 1000 1110 1000 

6 1000 0010 0000 1101  21 1011 0011 1100 0110 

7 1011 1101 1100 0100  22 1000 1100 0011 1010 

8 1111 1010 0101 1111  23 0001 0110 1111 0010 

9 1000 0001 1110 1010  24 1100 1110 1000 0001 

10 1101 1100 0001 1010  25 1100 0011 1101 1100 

11 0010 0000 1100 1000  26 1001 1110 0101 0100 

12 1001 0000 1000 0011  27 0111 1010 1011 1010 

13 0111 1110 1101 0000  28 1101 0000 1110 1001 

14 1110 0000 1011 0011  29 1111 0111 1011 1100 

15 1110 1111 1100 0010  30 1000 1100 1001 0111 

 
Пример решения задания 2.4.3  

Решим задание 2.4.3 для функций 
1000),  (0010f 0010).  (1001g   

Выпишем развѐрнутую таблицу функ-
ций f  и g  (табл. 2.4.3а). 

1. Исследуем функцию ).(x,y,zf  Прове-
рим )(x,y,zf  на принадлежность к классам 
Поста. 

.0)000( 0Tf,,f  
Заметим, что отсюда следует, что }{ f  не 

является функционально полным классом. 
.0)111( 1Tf,,f  

Таблица 2.4.3а 

xyz  f  g  

000 0 1 

001 0 0 

010 1 0 

011 0 1 

100 1 0 

101 0 0 

110 0 1 

111 0 0 
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Так как наборы (0,0,0) и (1,1,1) противоположны 
и ),111()000( ,,f,,f  то .Sf  

Имеем, что (0,1,0)     (0,1,1), но (0 1 0) (0 1 1),f , , f , , значит, 
.Mf   

Найдѐм полином для )(x,y,zf :  

)1)(1()1()1())()(()(

)001(
)010(

zyxzyxczbyaxz,y,xf

,,
,,

 

 .yxyzxzxxzxyxyzyyzxyxyz  
Так как полином функции f  содержит конъюнкцию, то 

.Lf  
Как было отмечено ранее, }{ f  не является функционально 

полным классом, но, так как функция f нелинейна и немонотон-
на, }{ f  — функционально полный в слабом смысле класс.  

Выразим из f отрицание с помощью фиксирования перемен-
ных. На соседних наборах (0,1,0) и (0,1,1) нарушается монотон-
ность, рассмотрим функцию .x,,fxp )10()(   

Найдѐм все значения функции :)(xp  

1,(0,1,0))0( fp  .xxpfp )(0(0,1,1))1(  

Отрицание построено, ),1,0( xfx . 
Для построения конъюнкции зафиксируем одну переменную и 

переобозначим оставшиеся переменные так, чтобы полином при-
нял вид   

,yxxy  где {0,1}.,,  
Например, можно сделать так: yxyxx,y,f 11)1(  

.yxxy 1  В этом случае  =  =  =1.  
Введѐм функцию )1()( x,y,fy,xh = ),,1( xyf = 

)).,1,0(,),1,0(,1( xfyff  
Найдѐм значения функции h  на всех еѐ наборах.  

;0)1,1,(1))0,1,0(,)0,1,0(,1()0,0( ffffh  
;0)1,0,(1))0,1,0(,)1,1,0(,1()1,0( ffffh  
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;0)0,1,(1))1,1,0(,)0,1,0(,1()0,1( ffffh  

.1)0,0,(1))1,1,0(,)1,1,0(,1()1,1( ffffh  

Как видим, таблица функции )( y,xh  совпадает с таблицей 
конъюнкции, следовательно,  )).,1,0(,),1,0(,1( xfyffyx   

 
2. Исследуем )( z,y,xg  на принадлежность к классам Поста. 

.1)000( 0Tg,,g  

.0)111( 1Tg,,g  

Наборы (1,0,1) и (0,1,0) противоположны и 
.)010()101( Sg,,g,,g   

Так как (0,0,0)    (0,0,1), но (0 0 0) > (0 0 1) .g , , g , , g M  
Найдѐм полином для :)( z,y,xg   

1)(1)(1)1)(1)(()( zxyyzxxyxz,y,xg  

xyxyzyzxyzzyxyzxzxyxyz 1  

.xyzxzzyx1  

Так как в полиноме функции g  содержится конъюнкция,  
то .Lg  

Итак, функция g  не принадлежит ни одному из пяти классов 
поста, значит, }{g  — функционально полный класс.  

Выразим из g  отрицание с помощью одних лишь суперпози-
ций. Рассмотрим функцию ).()( x,x,xgxs   

Найдѐм все значения функции :)(xs  

1,)000()0( ,,gs   0)111()1( ,,gs   xxs )( . 

Отрицание построено, ),,( xxxgx . 
Строим константу 0. Для этого возьмѐм набор из пары проти-

воположных наборов, на которых функция g  равна 0, например, 
(1,0,1), и рассмотрим функцию :)(xo  

).,),,((),,(),,()( 101 xxxxx,ggxxxgxxxgxo  
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Найдѐм значения функции )(xo  на еѐ наборах.  

0;)010()0)000(0()0( ,,g,,,,ggo  

0.)101()1)111(1()1( ,,g,,,,ggo  

Константа 0 построена, 0.))(( x,x,x,xx,gg  
Для построения константы 1 возьмѐм отрицание от функции 
)(xo и обозначим полученную функцию через ).(xe   

))()()(()( x,ox,oxogxe  

.,x,x,x,xg,x,g,x,x,x,xg,x,g,x,x,x,xg,xgg )))(())(())(((  

Итак, константа 1 получена,  
.,x,x,x,xg,x,g,x,x,x,xg,x,g,x,x,x,xg,xgg 1)))(())(())(((  

Для построения конъюнкции зафиксируем переменную ,z  
придав ей значение 1.  

Получим: ,11111)1,,( yxyxyxyxyxg  т. е. мы 
получили выражение вида ,yxxy  где  .1,0   

Рассмотрим функцию )1()( ,y,xgy,xk   

010)11( ,y,xg )1)(( ,y,x,x,xgg  

.x,x,x,xg,xg,x,x,x,xg,xg,x,x,x,xg,xgg,y,x,x,xgg ))))(())(())((()((
Найдѐм значения функции k  на всех еѐ наборах. 

)))0)000(0()0)000(0()0)000(0((0)000(()00( ,,,g,g,,,,g,g,,,,g,gg,,,,gg,k  

))010()010()010((01( ,,g,,,g,,,gg,,g ;0)0,0,1(g  

)))0)000(0()0)000(0()0)000(0((1)000(()10( ,,,g,g,,,,g,g,,,,g,gg,,,,gg,k   

)))010()010()010((11( ,,g,,,g,,,gg,,g ;0)1,1,1())0,0,0(,1,1( ggg  

)))1)111(1()1)111(1()1)111(1((0)111(()01( ,,,g,g,,,,g,g,,,,g,gg,,,,gg,k   

)))101()101()101((00( ,,g,,,g,,,gg,,g ;0)1,0,0())0,0,0(,0,0( ggg  

)))1)111(1()1)111(1()1)111(1((1)111(()11( ,,,g,g,,,,g,g,,,,g,gg,,,,gg,k   

)))101()101()101((10( ,,g,,,g,,,gg,,g .1)1,1,0())0,0,0(,1,0( ggg  
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Как видим, таблица функции )( y,xk  совпадает с таблицей 
конъюнкции, следовательно,   

.))),),,(,(,),),,(,(,),),,(,((,,),,(( xxxxgxgxxxxgxgxxxxgxggyxxxggyx
 

Задание 2.4.4 
Подсчитать число различных булевых функций от n  перемен-

ных, принадлежащих данному множеству .A  

Таблица 2.4.4 

№ A  № A  № A 

1 10)( T\TL   11 LS   21 LTS )( 1  

2 10)( T\TS    12 0)( TLS    22 LTT )( 01   

3  10 TTS   13 1)( TLS    23 LTT )( 01  

4 10)( TTS   14 1)( TLS   24 )()( 10 TSTL   

5 1TS   15 0)( TLS    25 )(\)( 01 TLTS   

6 01)( T\TL   16 STL )( 0    26 S\TT )( 01  

7 1TL   17 STL )( 0   27 L\TT )( 01  

8 10)( TTS   18 STL )( 1   28 S\TL )( 0   

9 01)( TTS   19 STL )( 1   29 )(\0 LST  

10 0)( T\LS   20 LTS )( 0    30 10 )\( T\ST   

 
 
Примеры решения задания 2.4.4 

Пример 1. Подсчитать число различ-
ных булевых функций от n  переменных, 
принадлежащих множеству ).(\ 0 STL   

 Обозначим через ,)(nL  )(
0

nT и )(nS  
соответственно множества линейных, 
сохраняющих ноль и самодвойственных 

)(
0

nT  

)(nL  
)(nS  

Рис. 2.4.4, a 
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функций от n  переменных. Изобразим множества ,)(nL  )(
0

nT и 
)(nS  схематично (рис. 2.4.4, а). 
Заштрихованная область соответствует функциям искомого 

класса. Очевидно, выполнено равенство: 

.|STL||L||ST\L| nnnnnnn )()(
0

)()()()(
0

)( )(  

Каждая функция из )(nL имеет вид: .xa...xaxaa nn22110  
Поставим в соответствие каждой такой функции вектор еѐ 

двоичных коэффициентов .a,...,a,a,a n)( 210  Очевидно, что это со-
ответствие — биекция, значит, количество различных линейных 
функций от n  переменных равно количеству различных двоич-
ных наборов размерности ,1n  т. е. ,2 1n  итак, .nL| n 12|)(   

Если линейная функция сохраняет константу 0, то 
0000 210 na...aaa   ,00a  и она имеет вид 

.xa...xaxa nn2211  Для самодвойственной функции выполня-

ется свойство )()( 11 nn x,...,xfx,...,xf . Учитывая, что ,1xx  
посмотрим, как будет выглядеть это равенство в случае линей-
ной, сохраняющей ноль функции:  

)1()1()1( 2211 nn xa...xaxa .xa...xaxa nn22111  

Раскроем скобки:  

nnn axa...axaaxa 222111 .xa...xaxa nn22111  

Прибавим по модулю 2 к обеим частям полученного равенства 
выражение ,...2211 nnxaxaxa  учтѐм, что .xx 0  Тогда по-
сле упрощений будем иметь: 121 na...aa .                     (*) 

Из коэффициентов na,...,a,a 21  произвольным образом можно 
назначать 1n  коэффициент, а значение n -го коэффициента од-
нозначно определяется из равенства (*). Итак, между множест-

вом булевых функций класса )()(
0

)( nnn STL  и множеством 
двоичных векторов размерности 1n  существует биекция, зна-
чит, верно равенство 1)()(

0
)( 2|| nnnn STL .    
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В итоге получаем:  

|||||)(\| )()(
0

)()()()(
0

)( nnnnnnn STLLSTL 11 22 nn  

.231)-(42 11 nn  
Пример 2. Подсчитать число различных булевых функций от 

n  переменных, принадлежащих множеству .1TS   
 

 Обозначим через )(nS  и )(
1

nT  соответственно множества само-
двойственных и сохраняющих единицу функций от n  переменных.  

Изобразим множества )(nS  и )(
1

nT  
(рис. 2.4.4, б).   

 Очевидно, 
.|TS||T||S||TS| nnnnnn )(

1
)()(

1
)()(

1
)(  

 Пусть )(
1

)()(
1

)( ,, nnnn TShTgSf , 
изобразим таблицы этих функций. 

Таблица 2.4.4а 

1x  2x  ... 1nx  nx  f  g  h  
0 0 ... 0 0 1a  1b  0 

0 0 ... 0 1 2a  2b  c1 

... ... ... ... ... ... ... ... 
0 1 ... 1 1  12na  ... 

12 1nc  

1 0 ... 0 0 12na  ... 
12 1nc  

... ... ... ... ... ... ... ... 
1 1 ... 1 0 2a  

12nb  1c  

1 1 ... 1 1 1a  1 1 

      
Значит, мощности множеств ,)(nS )(

1
nT  и )(

1
)( nn TS  равны со-

ответственно ,2
12n

 122
n

 и .
n 12 1

2  

В итоге: 121212122)(
1

)( 22222||
111 nnnnnnn TS . 

)(
1

nT  )(nS
 

Рис. 2.4.4, б 
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2.5. Минимизация нормальных форм  
   всюду определѐнных  
   булевых функций 

 
Элементарная конъюнкция E  называется импликантой буле-

вой функции ,f  если .fE 1  
Импликанта E  называется простой, если при удалении лю-

бой буквы из неѐ она перестаѐт быть импликантой булевой 
функции .f  

Сокращѐнной ДНФ называется ДНФ, состоящая из всех про-
стых импликант данной булевой функции.  

 Ядровая импликанта — импликанта, удаление которой из 
ДНФ некоторой булевой функции f  приводит к ДНФ, не равно-
сильной .f  

Минимальная ДНФ данной функции f  — ДНФ, имеющая 
наименьшее число символов переменных из всех ДНФ, задаю-
щих функцию .f   

Тупиковой ДНФ функции f  называется такая еѐ ДНФ, со-
стоящая из простых импликант, что удаление из неѐ любой 
конъюнкции нарушает равносильность ДНФ данной функции.  

Сложностью ДНФ (КНФ) называется количество символов 
переменных, использованных в записи формулы. 

Сокращѐнная ДНФ может быть получена из СДНФ последо-
вательным применением, пока это возможно, формулы неполного 
склеивания ,KuKKuuKKu  а затем — формулы погло-
щения .KKKu   

 
Задание 2.5.1 
Для данной функции ,w,z,y,xf )(  заданной векторно, проде-

лать следующее: 
1. Записать еѐ СДНФ и СКНФ. 
2. Методом Квайна найти сокращѐнную ДНФ. 
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3. Для сокращѐнной ДНФ построить матрицу Квайна, указать 
ядровые импликанты. 

4. С помощью матрицы Квайна найти минимальную ДНФ, 
указать еѐ сложность. 

5. Найти минимальную ДНФ данной функции с помощью карт 
Карнау, сравнить полученный результат с ДНФ, найденной в п. 4. 

Таблица 2.5.1 

№ f  № f  № f  

1 1111 0101 0011 1101 11 0100 1110 1101 1111 21 1011 1111 0001 1111 

2 1101 1110 1010 1110 12 1111 1110 0111 1100 22 1110 1100 1111 1001 

3 0111 0001 1111 1101 13 1000 1011 1111 1111 23 1001 1011 1111 1010 

4 1011 1111 1111 1000 14 1111 1101 1110 0001 24 1111 1110 0111 0011 

5 1101 0101 1101 1111 15 1101 0111 1100 1110 25 1010 1111 0111 0011 

6 1111 1110 1010 0011 16 1011 1111 1010 1101 26 1110 0110 1111 1100 

7 1111 0010 0111 1110 17 1001 1101 1010 1111 27 0111 0111 0101 1011 

8 1100 1110 1111 1011 18 1110 0110 1111 1100 28 1101 1111 1110 1010 

9 1100 0110 1111 0111 19 0011 1011 1010 1111 29 1111 0011 0111 0111 

10 1011 1111 1110 0010 20 1111 0110 1110 1110 30 1110 1110 1010 1101 

 
 
 

 Пример решения задания 2.5.1 
 

Решим задание 2.5.1 для функции 
1100).  1101  1010  (1101)( w,z,y,xf  

1. Изобразим таблицу функции f  в 
виде двумерной таблицы — карты 
Карнау (табл. 2.5.1а).  

 
 
 

Таблица 2.5.1а 

zw  

xy  00 01 11 10 

00 1 1 1 0 

01 1 0 0 1 

11 1 1 0 0 

10 1 1 1 0 
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Найдѐм СДНФ данной функции:  
dcba

d,c,b,af
d,c,b,a

wzyx)w,z,y,x(f
1)(

)(
 

01100010110010000000 wzyxwzyxwzyxwzyxwzyx  
10110011110110010001 wzyxwzyxwzyxwzyxwzyx  

wzyxwzyxwyzxwzyxwzyxwzyxwzyx  

.wzyxwzyxwzyx  
Найдѐм СКНФ данной функции:  

)()(),,,( 1011

0),,,(
),,,(

wzyxwzyxwzyxf dcba

dcbaf
dcba

 

)()()( 101000010101 wzyxwzyxwzyx  

)()( 00001000 wzyxwzyx  

)()()()( wzyxwzyxwzyxwzyx  

).()( wzyxwzyx  
2. Построим сокращѐнную ДНФ из CДНФ, используя форму-

лы неполного склеивания и поглощения. Для удобства, вместо 
символов переменных будем работать только с показателями 
степеней переменных.  

Например, вместо zx  будем употреблять набор 0 - 1 - . Тогда 
СДНФ функции будет соответствовать множество всех еѐ еди-
ничных наборов. Выпишем единичные наборы данной булевой 
функции в таблицу, разбив их на группы в соответствии с коли-
чеством единичных компонент в наборах.  

Тогда для применения формулы неполного склеивания доста-
точно просмотреть всевозможные пары наборов, входящих в со-
седние группы. Результаты склеивания наборов из I полосы по-
местим во II полосе, а наборы, участвующие в склеиваниях, 
пометим крестиком. Во второй полосе снова применяем, на-
сколько возможно, операцию склеивания, записывая результаты 
в III полосу и т. д. После завершения процедуры склеивания все 
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простые импликанты попадут в таблицу и не будут помечены 
крестиком. Помеченные же конъюнкции поглотятся на этапе 
применения формулы поглощения.  

Таблица 2.5.1b 

0 0 0 0 + 0 0 0  - +  
0 0 0 1 + 0  - 0 0 +   - 0 0 - 
0 1 0 0 + - 0 0 0 +   -  - 0 0 
1 0 0 0 + 0 0  - 1 +   - 0  - 1 
0 0 1 1 + 0 1  - 0   1  - 0 - 
0 1 1 0 + - 0 0 1 +  
1 0 0 1 + 1 0 0  - +  
1 1 0 0 + - 1 0 0 +  
1 0 1 1 + 1  - 0 0 +  
1 1 0 1 + - 0 1 1 +  
 1 0  - 1 +  
 1  - 0 1 +  
 
 
 I полоса 

1 1 0  - + 
 
 II полоса 

 
 
III полоса 

 
 Сокращѐнная ДНФ данной булевой функции имеет вид: 

zxwywzzywyx  .  

3. Для получения из сокращѐнной ДНФ минимальной ДНФ 
изобразим следующую таблицу — матрицу Квайна (табл. 2.5.1с). 

Ядровыми импликантами будут 1, 4 и 5, так как для каждой из 
них найдѐтся единичный набор, на котором она одна принимает 
значение 1. 

4. Выбираем наименьшее число столбцов таких, чтобы для 
каждой строки из данной таблицы и хотя бы одной единицы  
в этой строке нашѐлся бы по крайней мере один столбец из мно-
жества выбранных столбцов, который содержит эту единицу.  
Тогда дизъюнкция членов, сопоставленных всем выбранным 
столбцам, является минимальной ДНФ.  
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Таблица 2.5.1с 

№ простой 
импликанты 1 2 3 4 5 

       простые  
импликанты 

 
единичные  
наборы 

wyx  zy  wz  wy  zx  

0000  1 1   
0001  1  1  
0011    1  
0100 1  1   
0110 1     
1000  1 1  1 
1001  1  1 1 
1011    1  
1100   1  1 
1101     1 

 
Для выбора наименьшего числа столбцов, удовлетворяющих 

перечисленным выше требованиям, составляем символическое 
выражение  (2 3) (2 4) 4 (1 3) 1 (2 3 5) (2 4 5) 4 (5 3) 5. 

 Приведѐм это символическое выражение к ДНФ, используя 
дистрибутивный закон и формулу поглощения .AABA )(  
Получим: (2 3) 4 1 5 = 2 4 1 5 3 4 1 5. 
Сопоставим каждой символической 
конъюнкции тупиковую ДНФ и выбе-
рем из них кратчайшую.  

 В нашем примере символической 
конъюнкции 2 4 1 5 соответствует 
ДНФ zxwyzywyx , а симво- 
лической конъюнкции 3 4 1 5 —

zxwywzwyx . Каждая из полу-

Таблица 2.5.1d 
zw

xy  00 01 11 10 

00 1 1 1 0 
01 1 0 0 1 
11 1 1 0 0 
10 1 1 1 0 

 



Булевы функции 121 

ченных ДНФ является минимальной для данной булевой функ-
ции и имеет сложность, равную количеству символов перемен-
ных в формуле, т. е. сложность 9.  

5. Найдѐм минимальную ДНФ с помощью карты Карнау  
(табл. 2.5.1d). 

Задача нахождения минимальной ДНФ с помощью карты 
Карнау сводится к задаче покрытия всех единиц карты Карнау 
прямоугольниками возможно больших размеров, причѐм разре-
шается использовать только прямоугольники, площади которых 
являются натуральными степенями двойки. При построении по-
крытия не забываем, что карта Карнау как бы наклеена на по-
верхность тора, т. е. еѐ левая и правая, а также верхняя и нижняя 
границы отождествляются. В нашем примере все единицы по-
крываются четырьмя прямоугольниками: прямоугольник 1 2, 
соответствующий конъюнкции wyx , прямоугольник 1 4, соот-
ветствующий конъюнкции wz , и два квадрата, соответствующих 
импликантам zx  и wy . Значит, минимальная ДНФ, соответст-
вующая этому покрытию, равна zxwywzwyx . 

Задание 2.5.2 
Для функций ),,,( zyxf ),,,,( wzyxg )( t,w,z,y,xh  найти мини-

мальные ДНФ и минимальные КНФ с помощью карт Карнау, 
указать сложности минимальных ДНФ.  

Таблица 2.5.2 

№ f  g  h  

1 
1011  

1100 

1110 1110  

1111 0001 

1011 1110 1100 1111 

1111 0001 0101 1100 

2 
0111  

1010 

1111 0010  

1111 0111 

1100 1011 1011 1110 

1110 1011 0111 1111 

3 
1001  

1001  

1101 1001 

1111 0011 

1011 1111 0011 0001 

0110 1101 1011 1110 
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Таблица 2.5.2 (продолжение)  

№ f  g  h  

4 
1110  

1110 

1011 1010  

1111 1110 

1100 1100 1110 1111 

1000 1111 1011 1111 

5 
1010  

1111 

1101 1100  

1111 1101 

1101 0011 1111 1101 

1110 1101 0111 1100 

6 
0110  

1111 

1111 1011 

0011 1101 

1011 1100 1111 1000 

0111 1011 1110 0101 

7 
1000  

1101  

1010 1111 

1011 1110 

1100 1110 0111 1111 

0001 1111 1011 0111 

8 
0111  

0110 

1100 1110  

1100 1111 

1010 1110 1111 1101 

0111 1001 1110 0000 

9 
1110  

0011  

1101 1011 

1111 1101 

1001 1100 1101 1111 

1101 1111 0001 1011  

10 
0111  

0101 

1010 1110  

1110 1111 

1010 1110 0111 1110 

0011 1110 0110 0101  

11 
1000 

1111 

1001 0001  

1110 1110  

0101 1110 1110 0111 

0111 1110 1101 0110 

12 
1011  

0111 

1101 1011  

1110 1110 

1010 0111 1101 1111 

1000 1111 1110 1001 

13 
0011 

1101 

0111 1011  

0011 1110 

1001 1100 1110 1111 

1100 1111 1010 0000 

14 
1011  

0111 

1000 0110  

1111 1110 

0110 1101 1111 1101 

1111 1011 0111 1110  

15 
0111  

0101 

1011 1101  

0011 0111 

1010 1111 1011 1101 

0111 1110 1101 1110  

16 
0111  

1110 

1100 1100  

0111 1100  

1101 0111 1101 1011 

0111 1110 1111 0000 

17 
1111 

 0110  

0011 0111  

1111 1011  

0101 1000 1111 1100 

1000 1110 1110 0111 
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Таблица 2.5.2 (окончание)  

№ f  g  h  

18 
0111  

1001  

1100 1100  

1110 0011 

0100 1111 1101 0111 

1111 0101 1110 1101 

19 
1000  

1110 

0111 1110  

0011 1110 

0001 1111 1011 1101 

0010 1111 1000 1000  

20 
0111  

1001 

1010 1110  

1111 1101 

1011 0001 1111 1100 

0111 1001 1110 1110 

21 
0101  

1100 

1111 0011  

1011 1111 

1001 1011 1100 1110 

0001 0111 1011 1000 

22 
0111  

0101 

1100 0000  

1110 1101 

1011 1111 1101 0111 

1110 1110 0111 0001 

23 
1001  

0110 

1101 1110  

1101 1111 

0111 1110 1110 0011 

1111 0011 1001 1111 

24 
0001  

1100 

1100 1110  

0111 1111 

1010 1111 1101 1100 

1111 1010 1101 0110  

25 
1000  

1110 

1010 0111  

1110 1100 

0111 0111 1010 0011 

1111 0010 1010 1111  

26 
1110  

0101 

1101 1001  

1111 0111 

0110 1111 1110 1010 

0110 0110 1101 0010  

27 
1101  

1100 

0011 0011  

1011 1111 

1001 1110 1001 1111 

0010 1001 1111 0011  

28 
1110  

0110 

1010 0101  

1111 1011 

0111 1011 1011 1111 

1111 1011 0010 1111 

29 
0001  

1111 

1101 0111  

1110 0110 

1101 0100 1111 0111 

1110 0110 1111 1000 

30 
1100  

0011 

0110 1101  

1111 1000 

0111 1010 1110 0111 

1110 0111 1110 0110 
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Таблица 2.5.2c 

zw
xy  00 01 11 10 

00 1 1 1 1 
01 1 1 1 0 
11 0 0 0 0 
10 1 0 0 1 

 
 

Пример решения задания 2.5.2 
Решим задание 2.5.2 для функций 0011),  (0111),,( zyxf   

0000),  1010  1101  (1111),,,( wzyxg
1010).  1010  0111  1111  0110  1010  0111  (1111)( t,w,z,y,xh  

Карта Карнау для функции )( z,y,xf  от трѐх переменных имеет 
такой вид (табл. 2.5.2а).  

Мы считаем еѐ как бы наклеенной на 
поверхность цилиндра, т. е. отождествляем 
верхнюю часть карты Карнау с нижней. 
При отыскании минимальной ДНФ едини-
цы карты Карнау покрываем прямоуголь-
никами вида 2 2 и 1 2, отвечающим им-
пликантам y  и zx  соответственно, по-
лучаем минимальную ДНФ zxy . Еѐ слож-
ность равна 3.  

 Для нахождения минимальной 
КНФ покрываем нули карты Карнау 
двумя прямоугольниками размера-
ми 1 2, которые соответствуют 
элементарным дизъюнкциям xy  
и zy . В результате получаем ми-
нимальную КНФ )()( zyxy .  

При нахождении минимальной 
ДНФ функции )( w,z,y,xg  запол-
няем карту Карнау и покрыва- 
ем единицы карты прямоугольни- 
ками возможно больших размеров 
(табл. 2.5.2b). 

Получим минимальную ДНФ: 
wxzxwy .  

Сложность минимальной ДНФ 
равна 6. 

Oтыщем минимальную КНФ функции ).( w,z,y,xg  Для этого 
произведѐм покрытие нулей карты Карнау (табл. 2.5.2с). 

Таблица 2.5.2b 

zw
xy  00 01 11 10 

00 1 1 1 1 
01 1 1 1 0 
11 0 0 0 0 
10 1 0 0 1 

 

Таблица 2.5.2a 

z
xy  0 1 

00 0 1 

01 1 1 

11 1 1 

10 0 0 
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Минимальная КНФ будет иметь вид:  
.wzywxyx )()()(  

Рассмотрим функцию  
1010).  1010  0111  1111  1010  0111  (1111)( t,w,z,y,xh  

Карту Карнау для пяти переменных можно воспринимать, как 
―двухслойную‖ карту Карнау для функции от 4 переменных, где 
верхний слой соответствует значениям ,x 0  а нижний – ,1x  
причѐм клетки, образующие ―двухслойный‖ прямоугольник, со-
ответствуют импликантам, в которых переменная х отсутствует. 
Двухслойные прямоугольники будем изображать жирными ли-
ниями, а однослойные — тонкими (табл. 2.5.2d).  

Все единицы карты Карнау могут быть покрыты тремя двух-
слойными прямоугольниками и двумя однослойными. Мини-
мальная ДНФ будет иметь вид: txytwzxtytz . 

Еѐ сложность равна 13.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Для отыскания минимальной КНФ покроем прямоугольника-
ми нули карты Карнау (табл. 2.5.2e).  

Все нули карты Карнау могут быть покрыты тремя двухслой-
ными прямоугольниками и двумя однослойными. 

Минимальная КНФ будет иметь вид:  

.twzxtyxtwzytzytwy )()()()()(  

Таблица 2.5.2e 

wt  
xyz  00 01 11 10 

000 1 1 1 1 
001 0 1 1 1 
011 0 1 0 1 
010 1 0 0 1 
100 1 1 1 1 
101 0 1 1 1 
111 1 0 0 1 
110 1 0 0 1 

 

Таблица 2.5.2d 

wt  
xyz  00 01 11 10 

000 1 1 1 1 
001 0 1 1 1 
011 0 1 0 1 
010 1 0 0 1 
100 1 1 1 1 
101 0 1 1 1 
111 1 0 0 1 
110 1 0 0 1 
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2.6. Частичные функции и схемы 
Частичной функцией называется функция, определѐнная не на 

всех наборах своих переменных. 
Простой импликантой частичной функции f  называет- 

ся элементарная конъюнкция К, для которой выполняются ус- 
ловия: 

1) 1)(,1)( fK ;  
2) 0)(0)( Kf ; 
3) если из импликанты K  удалить любую букву, получится 

формула 'K  такая, что 0)(,1)(' fK . 
Доопределением частичной функции f  будем называть всюду 

определѐнную функцию ,g  значения которой совпадают со зна-
чениями функции f  на тех наборах, на которых функция f  оп-
ределена. 

Критерий существования декомпозиции заданного вида: 
Частичная функция f  представляется в виде 

))(()( v,uh,w,ugw,v,uf  тогда и только тогда для каждого фикси-
рованного набора  значений переменных из множества u табли-
ца функции )( w,vf  допускает доопределение до таблицы, со-
держащей столбцы не более двух различных типов. 

Контактной схемой называется неориентированный граф, 
каждому ребру (контакту) которого приписан символ перемен-
ной в некоторой степени и выделены две вершины, которые на-
зываются полюсами.  

Частная производная булевой функции )( 21 nx,...,x,xf  по пе-
ременной ix  определяется так: 

),...,,1,,...,(),...,,0,,...,( 111111
'

niiniix xxxxfxxxxff
i

. 

Тестом относительно множества }{ igG  попарно различных 
булевых функций называется множество наборов значений пере-
менных T  такое, что ( ) ( )i k i e T i kg e g e . 
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Задание 2.6.1 

1. Реализовать частичную функцию )( w,z,y,xf  формулами 
над базисом конъюнкция, дизъюнкция, отрицание четырьмя спо-
собами:  

a) методом Квайна; б) исходя из минимальной ДНФ, найден-
ной с помощью карт Карнау; в) исходя из минимальной КНФ, 
найденной с помощью карт Карнау; г) методом последовательно-
го разложения по переменным .xyzw  

2. Для простейшего представления построить схему из функ-
циональных элементов типа конъюнкция, дизъюнкция, отри- 
цание. 

3. Реализовать простейшее представление контактной схемой. 
4. Проверить возможность разделительной декомпозиции 

функции )( w,z,y,xf  в виде )),(( t,ph,v,ug  где tpvu ,,,  — некоторая 
перестановка переменных .xyzw  

Если декомпозиция указанного вида возможна, реализовать еѐ 
схемой с ветвлениями из функциональных элементов типа конъ-
юнкция, дизъюнкция, отрицание. Указать сложность построен-
ной схемы. 

Таблица 2.6.1 

№ )( w,z,y,xf   № )( w,z,y,xf  

1 - - 01 1 - 11 - 0 - - 0110  11 -1 - 0 - 011 1 - - 1 - 011 

2 1- - 1 0 - 0 - 010 - - 01 -  12 11 - - 01 - 0 - 01 - 011 - 

3 - 0 -1 - 001 - - 1 1 10 - 1  13 1 - - 1 01 - 1 - - 10 00 - 1 

4 11 - - 0 - 11 - 1 - 1 - 100  14 - 010 - 1 - 0 01 -1 - 1 - 0 

5 - - 10 0 - 11 - - 01 - 101  15 0 - 0 - 11 - 1 - 110 1 - - 1 

6 1 - - 1 01 - - - 100 - 110   16 1 - - 0 1 - 11 - 0 - 0 110 - 

7 0 - 11 0 -10 10 - - 1 - 1 -  17 0 - - 0 1 - 1 - 1110 1 - 11 

8 10 -1 -100 10 - - 10 - -  18 11 - - - 0 -1 - 010 0 - 10 

9 - 10 - 101 - - 1 - 0 11 - 0  19 0 - 11 1 - -1 0 -1 - 00 - 1 

10 1- - 0 - 110 - 1 - 0 11 - 0  20 1 - 10 - - - 0 11 - 0 011 - 
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Таблица 2.6.1b 

0M   
1M  

0010  0001 
0100  0011 
1010  0101 
1111  1100 

  1101 
 

Таблица 2.6.1 (окончание) 

№ )( w,z,y,xf   № )( w,z,y,xf  

21 01 - 1 - 10 - 011 - - 01 -   26 - 0 - 0 - 111 1 - 0 - 00 - 1 

22 - - 1 - 01 - 0 00 - 1 111 -  27 11 - 0 0 - 10 - - 0 - 00 - 1 

23 0 - 1 - - 1 - 0 0 - 11 - 001  28 - - 0 1 1 - 11 - 0 - 0 - 001 

24 - 1 0 - - 0 11 1 - 10 - - 01  29 10 - - - 011 1 - - 0 11 - 1 

25 1 - - 0 1 - 1 - - 101 0 - 10  30 - 1 - 1 0 - 11 0 - 1 - 101 - 
 
 

Пример решения задания 2.6.1 

Решим задание 2.6.1 для функции 
 0).-11  --0-  --01  (-101)( w,z,y,xf   

Запишем таблицу функции f  в 
виде карты Карнау (табл. 2.6.1а).  

Для отыскания сокращѐнной ДНФ 
выпишем в список 0M  все нулевые 
наборы функции, а в 1M  — единич-
ные наборы (табл. 2.6.1b).  

Будем перебирать все единичные 
наборы из списка 1M , который за-
пишем в виде первого столбца. Для 
каждого из единичных наборов бу-
дем заменять последовательно его 
символы на неопределѐнный символ 
“-” и смотреть, не будет ли совпа-
дать с точностью до неопределѐнно-
го символа полученная комбинация с каким-либо набором, во-
шедшим в список .M0  Если совпадение есть, переходим к сле-
дующему символу, а если нет — помечаем набор “крестиком”, 
выписываем результат замены во второй столбец и переходим  
к следующему символу или к следующему набору.  

Таблица 2.6.1а 

 zw  
xy  

00 01 11 10 

00 - 1 1 0 
01 0 1 - - 
11 1 1 0 - 
10 - - - 0 
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 Затем совершаем 
аналогичную процедуру 
над наборами из второ-
го столбца и так далее.  
В результате наборы, 
не помеченные кре-
стиком, будут соответ-
ствовать простым им-
пликантам, из которых 
состоит сокращенная 
ДНФ (табл. 2.6.1с).  

Итак, простые им-
пликанты нашей функ-
ции таковы:  

wxy , zy  , wx  , wz  , 
wy , zx . 

а) Изобразим матри-
цу Квайна (табл. 2.6.1d),  
в которой строки соот-
ветствуют единичным 
наборам функции, а столбцы — простым импликантам. 

Таблица 2.6.1d 

 wxy  zy  wx  wz  wy  zx  

0001   1 1 1 1  

0011    1  1  

0101    1 1   

1100  1     1 

1101     1  1 

 

 

1 2 3 4 5 6 
  

Как видим, ядровых импликант нет. Для нахождения мини-
мальной ДНФ составим символическую КНФ, каждая элемен-

Таблица 2.6.1c 

М1   

 0 0 0 1 +  0 0 0 - +  - 0 0 - 

 0 0 1 1 +  0 0 - 1 +  0 - - 1 

 0 1 0 1 +  - - 0 1 +  - - 0 1 

 1 1 0 0 +  - 0 0 1 +  - 0 - 1 

 1 1 0 1 +  - 0 1 1 +  1- 0 - 

  0 - 1 1 +  

  - 1 0 1 +  

  0 1 - 1 +  

  1 - 0 0 +  

  1 1 - 0  

  1 1 0 - +  

  1 - 0 1 +  

1 столбец  2 столбец  3 столбец 
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тарная дизъюнкция которой соответствует единичному набору 
нашей функции, которую преобразуем затем в ДНФ. Получим: 

(2 3 4 5) (3 5) (3 4) (1 6) (4 6) = (3 5 4) (6 1 4) = 
= 3 6 5 4 6 3 1 4 5 1 4. 

Видим, что наименьшую длину имеет символическая конъ-
юнкция 3 6, которая соответствует минимальной ДНФ zxwx . 

Сложность найденной минимальной ДНФ равна 4. 
б) При нахождении минимальной ДНФ с помощью карты 

Карнау (табл. 2.6.1е), мы доопределяем функцию f так, чтобы по-
крытие имело более простой вид. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        

Тогда все единицы покроются двумя квадратами 2 2 wx и zx , 
соответствующая минимальная ДНФ совпадает с ДНФ, найден-
ной в п. a). 

в) Для отыскания минимальной КНФ покрываем нули карты 
Карнау (табл. 2.6.1f ) двумя квадратами 2 2: wx  и zx .  

Соответствующая минимальная КНФ такова: )()( zxwx . 
Сложность еѐ равна 4.  
г) Проведѐм разложение по набору переменных .xyzw  На пер-

вом этапе, раскладывая по переменной ,x  имеем:  

),,,1(),,,0(),,,( wzyfxwzyfxwzyxf . 
Изобразим таблицы функций )0( w,z,y,f  и )1( w,z,y,f   

(табл. 2.6.1g). 

Таблица 2.6.1f 
zw  

xy  
00 01 11 10 

00 -0 1 1 0 
01 0 1 -1 -0 
11 1 1 0 -0 
10 -1 -1 -0 0 

 

Таблица 2.6.1e 
zw  

xy  
00 01 11 10 

00 -0 1 1 0 
01 0 1 -1 -0 
11 1 1 0 -0 
10 -1 -1 -0 0 
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Таблица 2.6.1g 
yzw  )0( w,z,y,f   yzw  )0( w,z,y,f  

001 1  010 0 
010 0  100 1 
011 1  101 1 
100 1  111 0 
101 1    

 
Каждая из функций )0( w,z,y,f  и )1( w,z,y,f  не доопределима 

до константы, но )1( w,z,y,f  доопределима до z . 
Изобразим таблицы (табл. 2.6.1h) функций )00( w,z,,f  и 

)10( w,z,,f . 
Таблица 2.6.1h 

yzw  )0( w,z,y,f   yzw  )0( w,z,y,f  

01 1  00 1 
10 0  01 1 
11 1    

 
Видим, что )00( w,z,,f  и )10( w,z,,f  доопределимы до w  и 1 

соответственно.  
Получаем разложение исходной функции: 

zxywxzxywyxwzyxf )()1(),,,( . 

Во время упрощений мы применя-
ли тождества с константами и правило 
вычѐркивания. Сложность полученной 
формулы оказалась равной 5.  

 2) В качестве простейшего пред-
ставления возьмѐм минимальную ДНФ 

zxwx  и реализуем еѐ схемой из функ-
циональных элементов (рис. 2.6.1, а). 
Реализуем ту же минимальную ДНФ 
контактной схемой (рис. 2.6.1, b). 

 
Рис. 2.6.1, а 



Глава 2 132 

 
3) Реализуем ту же минимальную 

ДНФ контактной схемой (рис. 2.61, b). 
4) Запишем двумерную таблицу 

функции f  (табл. 2.6.1i). 
Видим, что таблица допускает дооп-

ределение до строк только двух типов 
(табл. 2.6.1j). 

 
Таблица 2.6.1i Таблица 2.6.1j 

zw 
xy 

00 01 11 10 

00 - 1 1 0 

01 0 1 - - 

11 1 1 0 - 

10 - - - 0 
 

zw 
xy 

00 01 10 11 
 

00 -0 1 0 1 I тип 

01 0 1 -0 -1 I тип 

10 -0 -1 0 -1 I тип 

11 1 1 -0 0 I I тип 
 

 
 

Значит, )( w,z,y,xf  допускает разделительную декомпозицию 
вида )).(()( y,xh,w,zgw,z,y,xf   

Найдѐм вид функций g  и .h  

0,
1,

)y,x(h  

т. е. (1110),)( y,xh  yxyxh ),( . 
Строкам I типа соответствует функция ww,z (0101))( . 
Строкам II типа соответствует функция zw,z (1101))( . 
Тогда функция f  выражается через ,h ,  так: 
 

)()())()( w,zy,xhw,z(y,xhw,z,y,xf =

zyxwyx )()( . 
Соответствующая схема из функциональных элементов с ветв-

лениями будет иметь вид (рис. 2.6.1, с). 

 zx 

x w  
Рис. 2.6.1, b 

если набор )( y,x  соответствует строке I типа, 
если набор )( y,x  соответствует строке II типа, 
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Рис. 2.6.1, с 

Сложность схемы равна количеству функциональных элемен-
тов, еѐ образующих, т. е. 8. 

 

Задание 2.6.2 

1. Представить функцию )( 54321 x,x,x,x,xf  декомпозицией 
вида )),(( nmipki x,x,xh,x,x,xg  где nmipki x,x,x,x,x,x  — некоторая 
перестановка переменных .x,x,x,x,x 54321  

2. Реализовать найденную декомпозицию схемой с ветвления-
ми, используя функциональные элементы типа отрицание, конъ-
юнкция и дизъюнкция. Указать сложность полученной схемы. 

3. Построить минимальную ДНФ с помощью карт Карнау, 
указать сложность найденной формулы. 

Таблица 2.6.2 

№ i  )( 54321 x,x,x,x,xf  

1 1 1 - 01 1101 10 - - 1 - 0 - 1 - 1 - 111 - 000 - - 011 

2 2 1 - 1 - 00 - 0 0 - 01 - 001 - - 0 - 11 - 0 01 - 1 0 - 01 

3 3 110 - 01 - 0 1 - 11 0 - 00 1 - 11 011 - 111 - 011 - 

4 4 - 011 - 000 - 111 - 000 1- 10 100 - 11 - 0 - 001 

5 5 0 - 10 - 000 10 - 0 01 - 1 0010 - 11 - - - 11 - 11 - 

6 1 - 001 - - 01 1 - 01 - 101 - - 11 1 - -1 00 - 0 001 - 
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Таблица 2.6.2 (окончание) 
 

№ i  )( 54321 x,x,x,x,xf  

7 2 - 11 - 0 - 00 0 - - 1 - 00 - 00 - 0 - 10 - - 101 - 10 - 

8 3 - 1 - 0 010 - 11 - - 01 - 0 11 - - 0110 - - 11 0110 

9 4 0 - 1 - 00 - - 01 - 1 0 - 00 10 - - 10 - 1 1 - 1 - 100 - 

10 5 - 010 - 00 - - 1 - - 0101 - 01 - 0 - 11 - 1 - 1 1 - - 1  

11 1 10 - - 11 - 1 - 001 1 - 01 - 1 - 1 11 - 1 0 - 0 - 0 - 11 

12 2 - - 11 00 - 0 - 001 0001 - - 00 1 - 00 010 - - 101 

13 3 1 - 00 - 100 1 - 11 01 - 0 1 - 1 - 011 - 1 - - 1 0 - 10 

14 4 - - 11 00 - 0 011 - - 00 - 1010 - 001 - 110 - 0 - 1 

15 5 00 - 0 00 - 0 1010 0 - 01 0 - 10 - 111 1 - 11 - - 1 - 

16 1 - 00 - 1 - 01 - 0 - 1 110 - 111 - 11 - 1 000 - 0 - - 1 

17 2 111 - 00 - 0 0 - 0 - 000 - 000 - 1 - 00 - 101 0 - 0 - 

18 3 - 10 - 01 - 0 1 - 11 0 - 00 1 - 11 - - 10 111 - 0110 

19 4 001 - - 000 - 111 00 - 0 101 - 1001 1 - 1 - 1001 

20 5 0 - 1 - 000 - 101 - 01 - 1 00 - 0 01 - 1 11- 1 111 - 

21 1 10 - 1 110 - 1 - 01 - 101 - 111 - 11 - 0 - 00 0011 

22 2 - 1 - 1 0 - 0 - - 0 - - 0001 - 0 - 0 1100 - 1 - 1 0101 

23 3 1100 - 10 - - 111 010 - - 1 - 1 0 - 10 1 - 11 - 1 - 0 

24 4 0 - 11 - 000 0 - 11 0 - 00 1 - 10 10 - 1 111 - 10 - 1 

25 5 - 01 - 0 - 00 - 0 - 0 0 - 01 - 01 - 0 - - 1 1 - 11 1 - 11 

26 1 1001 11 - 1 1 - 01 - - 0 - 1 - 11 1 - 1 - 0 - 00 0 - 1 - 

27 2 111 - 0 - 00 0 - 01 0 - 01 00 - - 110 - 0101 01 - 1 

28 3 - 100 01 - - 1111 010 - 1 - 1 - 01 - 0 1111 0 - 10 

29 4 001 - 0000 01 - 1 00 - 0 10 - 0 1001 - - 1 - 10 - 1 

30 5 0 - 10 00 - -  101 - 01 - 1 001 - 0111 - 1 - 1 111 - 
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Пример решения задания 2.6.2 
Решим задание 2.6.2 для 5i  и функции 

-1-).-  -0-1  -010  10-0  --1-  -01-  -0-0  1-(10)( 54321 x,x,x,x,xf  

Выпишем значения функции f  в виде таблицы (табл. 2.6.2а): 

Таблица 2.6.2а 

 543 xxx  

21xx  

000 001 010 011 100 101 110 111 

00 1 0 - 1 0 - 0 - 

01 - - 0 1 - 1 - - 

10 0 - 1 0 0 1 0 - 

11 1 - - 0 - - 1 - 

 
Выясним, возможна ли декомпозиция вида  

))(( 435215 x,x,xh,x,x,xgf                 (*)  

или 
))(( 215435 x,x,xh,x,x,xgf  .           (**) 

 Для этого выпишем двумерные таблицы функции f  для 
05x  и 15x  так, чтобы в заголовках строк и столбцов были 

написаны наборы 21xx  и 43xx  соответственно. Получим  
(табл. 2.6.2b). 

 
Таблица 2.6.2b 

43xx  

21xx  

00 01 11 10 

00 0 1 - - 
01 - 1 1 - 
11 - 0 1 - 
10 - 0 - - 

 15x  

 

43xx  

21xx  

00 01 11 10 

00 1 - 0 0 
01 - 0 - - 
11 0 1 0 0 
10 1 - - 1 

 05x  
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Как видим, таблица функции ,f соответствующая ,05x  не 
доопределима так, чтобы использовались столбцы только двух 
типов, и не доопределима до вида, в котором используются стро-
ки только двух типов. Значит, декомпозиция вида (*) или (**) 
невозможна. 

Проверим, допустима ли декомпозиция вида 
))(( 415325 x,x,xh,x,x,xgf  или )).(( 325415 x,x,xh,x,x,xgf  

 Для этого выпишем двумерные таблицы функции f  для 
05x  и 15x  так, чтобы в заголовках строк и столбцов были напи-

саны наборы 32xx  и 41xx  соответственно. Получим (табл. 2.6.2c). 
 

Таблица 2.6.2с 

43xx
 

21xx  

00 01 11 10  43xx
 

21xx  

00 01 11 10 

00 1 -1 0 1  00 0 1 -1 0 
01 0 0 0 0  01 -1 -1 1 -1 
11 -0 0 1 -0  11 -0 1 -1 0 
10 -1 -1 -1 1  10 1 -0 -0 -1 

 I I II I   I II II I 

05x   15x     
 
Видим, что в этом случае обе таблицы допускают доопределе-

ние до столбцов двух типов. 
Для 05x  столбцам I типа соответствует функция 

,)1001(),( 323232
(0) xxxxxx  а столбцу II типа — функция 

.xx,x 232
(0) 101)0()(   
Введѐм функцию 

0,
1,

)( 41
)0( x,xh  если набор )( 41 x,x  соответствует столбцам I типа; 

 если набор )( 41 x,x  соответствует столбцам II типа. 
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Вектор значений )( 41
)0( x,xh  равен (1101), значит,  

4141
)0( )( xxx,xh  

)()()()()0( 32
(0)

41
(0)

32
(0)

41
(0)

4321 x,xx,xhx,xx,xh,x,x,x,xf  

21321 4324 ))(( xxxxxxxxx  

Рассмотрим таблицу, соответствующую .x 15   
Столбцам I типа соответствует функция  

,)0110(),( 332
(1) xxx  столбцам II типа — функция 

.xxx,x 3232
(1) 110)1()(  
Введѐм функцию 

0,
1,

)( 41
)1( x,xh  

Вектор значений )( 41
)1( x,xh  равен (1001), значит,  

.xxxxx,xh 414141
(1) )(  

)()()()()1( 32
(1)

41
(1)

32
(1)

41
(1)

4321 x,xx,xhx,xx,xh,x,x,x,xf  

= )(( 324141 41341 ) xxxxxxxxxxx . 

Получаем искомое представление для :f  

)1,,,,()0,,,,(),,,,( 432154321554321 xxxxfxxxxxfxxxxxxf
.))()(()))((( 324141432415 4134152132 xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx  

2. Реализуем это представление схемой с ветвлениями.  

Ввиду громоздкости полученного выражения реализуем  
схемами 0S  (рис. 2.6.2, а) и 1S  (рис. 2.6.2, b) соответст- 
венно 1 2 3 4( , , , ,0)f x x x x  и ),1,,,,( 4321 xxxxf  а саму функцию реа-
лизуем блок-схемой S  (рис. 2.6.2, с).  

Сложность построенной схемы равна 24. 

  если набор )( 41 x,x  соответствует столбцам I типа; 
   если набор )( 41 x,x  соответствует столбцам II типа. 
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3. Найдём минимальную ДНф  
с помощью карты Карнау  
(табл.  2.6.2d).  

Все единицы карты Карнау 
могут быть покрыты двумя 
двухслойными прямоуголь-
никами и тремя однослойными. 
Минимальная ДНФ будет 
иметь вид:  

52154153

21543253

xxxxxxxx

xxxxxxxx

⋅⋅∨⋅⋅∨⋅⋅⋅

⋅∨⋅⋅⋅∨⋅
 

Её сложность равна 16. 

Таблица 2.6.2d 

54xx  
 

321 xxx  

00 01 11 10 

000 1 0 1 - 

001 0 - - 0 

011 - 1 - - 

010 - - 1 0 

100 0 - 0 1 

101 0 1 - 0 

111 - - - 1 

110 1 - 0 - 
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Задание 2.6.3 
1. С помощью частных производных  найти оптимальный для 

метода каскадов порядок дизъюнктивного разложения функции 
)( w,z,y,xf  по еѐ переменным на первых двух этапах. 

2. Используя результаты п. 1, построить контактную схему ме-
тодом каскадов, указать сложность построенной контактной схемы. 

Таблица 2.6.3 

№ )( w,z,y,xf   № )( w,z,y,xf  

1 1110  0110  1010  1101  16 0111  0101  1101  1111 

2 0011  1100  1101  0111  17 0010  1011  1101  1110 

3 0110  1101  1100  1111  18 0011  1110  1101  0000 

4 1110  0111  1100  0111  19 0101  1010  1111  1101 

5 0010  1110  1111  0011  20 0101  1101  1110  0011 

6 1110  1101  0010  1111  21 0010  1101  1001  0110 

7 1110  1010  0010  0110  22 1110  1101  0101  1010 

8 1110  1000  1111  0110  23 0010  1010  1110  1111 

9 1101  0110  1110  0001  24 0110  1001  1100  1101 

10 1011  0111  1010  0110  25 0010  0000  1000  1110 

11 1101  0001  0010  1111  26 0010  1010  0001  1111 

12 1110  0100  1110  1001  27 0101  1101  0000  1011 

13 0001  1000  1100  0110  28 1101  1000  0110  1110 

14 1101  1111  0010  1101  29 1000  1010  0101  1001 

15 1001  1101  0011  1000  30 1101  0111  1101  0011 
    
 

Пример решения задания 2.6.3  
Решим задание 2.6.3 для 

функции ),,,( wzyxf  
1010).  0100  0100  (1010   

Запишем таблицу функции 
)( w,z,y,xf  в виде карты Карнау 

(табл. 2.6.3а). 

Таблица 2.6.3а 
zw  

xy  00 01 11 10 

00 1 0 0 1 
01 0 1 0 0 
11 1 0 0 1 
10 0 1 0 0 
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Найдѐм полином Жегалкина: 

1)(
)(

))()()(()(

a,b,c,df
a,b,c,d

dwczbyaxx,y,z,wf  

.yzwxzwwyx1  
Определим оптимальный для метода каскадов порядок разло-

жения.        
По определению, ).1()0()( w,z,y,fw,z,y,fx,y,z,wf '

x  

 Таблица для '
xf  имеет вид 

(табл. 2.6.3b).  
Видим, что .|f| '

x 6   
Аналогично, 

).1()0()( w,z,,xfw,z,,xfx,y,z,wf '
y   

Таблица для '
yf  имеет вид 

(табл. 2.6.3c). 
Видно, что  .|f| '

y 6  
Продолжаем отыскание част-

ных производных.  
).1()0()( w,,y,xfw,,y,xfx,y,z,wf '

z   

Таблица для '
zf  имеет вид (табл. 2.6.3d). 

Заметим, что .|f| '
z 2  

И далее, ).1()0()( ,z,y,xf,z,y,xfx,y,z,wf '
w  

Таблица для '
wf  имеет вид (табл. 2.6.3e). 

                                       

Таблица 2.6.3e 
z  

xy  0 1 

00 1 0 
01 1 1 
11 1 0 
10 1 1 

                          

  Таблица 2.6.3d 
w  

xy  
0 1 

00 1 0 
01 1 1 
11 1 0 
10 1 1 

 

Таблица 2.6.3b 
zw

y  
 0

0 01 11 10 

0 1 1 0 1 
1 1 1 0 1 

                          
Таблица 2.6.3c 

zw
x  00 01 11 10 

0 1 1 0 1 
1 1 1 0 1 
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Как видно,  .|f| '
w 6  

Так как набольшее число единиц в таблице имеют ,'xf  '
yf   

и ,'
wf  то на 1 и 2 этапах метода каскадов разложение ведѐм по 

любой из переменных .x,y,w  Выберем, например, в качестве пер-
вой переменной, по которой будем проводить разложение, ,x   
а второй — .w   

Получим: )1()0()( w,z,y,fxw,z,y,fxw,z,y,xf . 
Выпишем таблицы функций )0( w,z,y,f  и )1( w,z,y,f   

(табл. 2.6.3f).  
Таблица 2.6.3f 

zw  
y  

00 01 11 10  zw  
y  

00 01 11 10 

  0 1 0 0 1  0 0 1 0 0 
1 0 1 0 0  1 1 0 0 1 

 

3. Строим контактную схему методом кас-
кадов (рис. 2.6.3, а). 

  На втором этапе разложение ведѐм по пе-
ременной .w   

)1,,()0,,(),,( 000 zyfwzyfwwzyf  

)11()001( yzywyw  

zywywzywywyzywyw )1()()1( . 

)1,,()0,,(),,( 111 zyfwzyfwwzyf

)1()0( yzzywyw )(11 z,yfwyw . 

  Осталось разложить функцию ).(11 z,yf  

)11()1()1,()0,(),( 111111 yyzyzyfzyfzzyf  

yzzyz 0 . 

 
Рис. 2.6.3, а 



Глава 2 142 

Изобразим полученную контактную схему (рис. 2.6.3, b). 

 
Рис. 2.6.3, b 

Cложность построенной схемы равна количеству контактов  
в ней, т. е. 8. 

Задание 2.6.4   
Для функции ),( t,z,y,xf  заданной своей ДНФ: 
1. Построить таблицу данной булевой функции. 
2. Найти минимальную ДНФ. Исходя из минимальной ДНФ, 

построить контактную схему. 
3. Построить контактную схему методом каскадов, отыскав 

оптимальный порядок разложения переменных с помощью част-
ных производных. 

4. Исходя из простейшей контактной схемы, построить мини-
мальный тест для нахождения неисправности: 

    а) для вариантов с чѐтными номерами — типа замыкания 
ровно одного контакта; 

   б) для вариантов с нечѐтными номерами — типа размыкания 
ровно одного контакта. 

Таблица 2.6.4 

№ )( t,z,y,xf   № )( t,z,y,xf  

1 tyzxyztzxyzyx   4 tzyxtzxtxyz  

2 zytzxyztxtzxtzxy   5 tzxtzyxtzxy  

3 txztzyxtzxytzxy   6 tyztzyxyztztx  
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Таблица 2.6.4 (окончание) 

№ )( t,z,y,xf   № )( t,z,y,xf  

7 tztyxztyxtyxtxyz   19 tzyxtzyztyx  

8 tzyxtyxyztx   20 tzytzyxtzyxztyx  

9 tyxtzyxtxyz   21 tzyxyzttyxtxy  

10 ytxtzyxtzyxtxyz   22 tytzxyztxtzxtxyz  

11 xyztztxtyxtxz   23 tzyxzyxtzxy  

12 txzxytzxyzyxyztx   24 tzytyzxtzxy  

13 tzyxzyxztyx   25 tyztzyxtzyxtzxy  

14 zyxtzyxyztx   26 ztyxyzttzxxzt  

15 tzyxzyxtzyxyztx   27 zytyxyztxtyxztyx  

16 ytxxyztzxytyx   28 tzyxtzytzxy  

17 yxyzxtxyztzyztyx   29 tzxztyxtzxy  

18 tzyxtzyztyx   30 zyxtzyxtzyxtzxy  

 

Пример решения задания 2.6.4 

 Решим задание 2.6.4 для 
tzxxytyxtzyxx,y,z,tf )( , выбрав в п. 4 неисправность 

типа размыкания ровно одного кон- 
такта.  

1. Построим таблицу функции 
)( t,z,y,xf  в виде карты Карнау  

(табл. 2.6.4а).   
2.   Все единицы карты Карнау по-

крываем тремя прямоугольниками. 
  Соответствующая минимальная 

ДНФ будет иметь вид  zxxttzy .  

Таблица 2.6.4а 

zt  
xy  00 01 11 10 

00 0 0 0 1 
01 0 0 0 0 
11 1 1 1 0 
10 1 1 1 1 
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Упростим формулу: 

)( ztxtzyzxxttzy . 

 Реализуем это представление контакт-
ной схемой (рис. 2.6.4, а). 

 3.  При отыскании оптимального порядка 
разложения по методу каскадов заметим, что  

,6|| '
xf ,2|| '

yf ,2|| '
zf  .|f| '

t 2  
  Так что на первом шаге разложение будем производить по 

переменной ,x  а на втором этапе можно проводить разложение 
по любой оставшейся переменной, например, по .y    

Получаем:  

),,,1(),,,0(),,,( tzyfxtzyfxtzyxf

)()( tzytyxtzyx  

)()( ztyxtzyxtztyxtzyx . 

Разложение по y  нет необходимости делать.  
 
Строим контактную схему (рис. 2.6.4, b).  
4.  Так как контактная схема, полученная в п. 2, имеет более 

простой вид, будем работать с ней.  
Занумеруем все контакты схемы (рис. 2.6.4, с). 

 
 

z
z y

t

x t 
y

z    
Рис. 2.6.4, b                                             Рис. 2.6.4, c 

Неисправность типа размыкания контакта означает, что при 
любых значениях аргументов соответствующий контакт разомк-
нут, т. е. реализует функцию 0. Разомкнутый контакт будем изо-

 

   x t 
z

y z t
 

Рис. 2.6.4, а 
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Рис. 2.6.4, d 

 

   x t 

z 
 4 

 5 

 6 

 z  

 t   y  

бражать пунктирной линией, а замкнутый — сплошной. Для ка-
ждого из единичных наборов функции на соответствующем изо-
бражении контактной схемы полюсы соединены цепью контак-
тов из сплошных линий. На каждом же из нулевых наборов 
функции такой цепи не найдѐтся.  

Пусть ),()(0 t,z,y,xft,z,y,xf  а при неисправности i -го кон-
такта схема реализует функцию ).,,,( tzyxfi   

Если исправно работающая контактная схема на некотором 
наборе аргументов принимает значение 0, значит, на еѐ изобра-
жении между полюсами нет цепи из сплошных линий. Ясно, что 
при наличии неисправности типа размыкания контакта на том же 
наборе аргументов полюсы контактной схемы тем более не со-
единены цепью из сплошных линий. Значит, на всех нулевых на-
борах функции )( t,z,y,xf  все функции ),,,,( tzyxfi  621 ,...,,i  
также принимают значение, равное 0.  

При построении теста нас не интересуют наборы аргументов, 
на которых значения всех функций совпадают,  поэтому напишем 
таблицу всех функций ),,,,( tzyxfi  

621 ,...,,i ,  вписывая в неѐ только те 
наборы аргументов, на которых исход-
ная функция равна 1.   

При заполнении таблицы для каж-
дого набора аргументов изобразим 
схему. Например, для набора (0,0,1,0) 
схема примет вид (рис. 2.6.4, d). 

Видим, что цепь из сплошных ли-
ний, соединяющая полюсы схемы, раз-
рывается, если разомкнут 4, 5 или 6 контакт, т. е. на наборе 
(0,0,1,0) значение 0 принимают функции ,4f 5f  и .f6  Изобразим 
вид контактной схемы на всех единичных наборах функции 

( , , , )f x y z t  (рис. 2.6.4, е). 
Заполняем “таблицу неисправностей”, вписывая для каждого 

набора аргументов нули в столбцы, соответствующие функциям с 
номерами, записанными в кружочках. Получим следующую таб-
лицу (табл. 2.6.4b). 
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Рис. 2.6.4, е 

Таблица 2.6.4b 

xyzt  
0f  1f  2f  3f  4f  5f  6f  

0100 1 1 1 1 0 0 0 

1000 1 0 0 1 1 1 1 

1001 1 0 1 1 1 1 1 

1010 1 1 1 1 0 0 0 

1011 1 0 1 0 1 1 1 

1100 1 0 0 1 1 1 1 

1101 1 0 1 1 1 1 1 

1111 1 0 1 0 1 1 1 

 
Видим, что некоторые столбцы таблицы совпадают. Это озна-

чает, что неисправности типа размыкания одного контакта неот-
личимы в случае разомкнутости 4, 5 или 6 контактов.  

Объединяем неотличимые неисправности в классы неисправ-
ностей.  

Получим 5 классов:  
},{ 00 fg  },{ 11 fg  },{ 22 fg  },{ 33 fg   }.{ 6544 f,f,fg  
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Строим таблицу классов неисправностей, таблицу, не содер-
жащую одинаковых столбцов. 

Отметим, что если в таблице присутствуют одинаковые стро-
ки, то мы ничего не потеряем, если для каждого набора одинако-
вых строк оставим одного представителя, удалив остальные 
строки из таблицы.  

 Получим (табл. 2.6.4с):  
Выясним, какие из набо-

ров 1-5 войдут в минималь-
ный тест. Для этого выпи-
шем все сочетания индексов 

},{ ki  и для каждого сочета-
ния укажем номера наборов, 
на которых отличаются 
функции ig  и .gk   

Будем иметь: ;
532

1,0  ;
2
2,0  ;

5
3,0  ;

41
4,0  ;

53
2,1  ;

32
3,1  

;
54321

4,1   ;
52

3,2   ;
421

4,2   .
541

4,3  

Теперь составим символическую КНФ из “знаменателей” по-
лученных выражений .TK  Будем иметь: 

5)(25)32(13)(25)(34)(1525)3(2TK  

.5)4(14)2(1  

Упростим полученное выражение, применяя формулу погло-
щения.  

Получим: 4).(152TK   
С помощью дистрибутивного закона преобразуем это выраже-

ние в ДНФ, тогда каждой символической конъюнкции будет со-
ответствовать  минимальный тест. Имеем: 

4.521524)(152TK   
В качестве минимального теста можно взять, например, сово-

купность 1, 2 и 5 наборов, т. е. найден минимальный тест  
.(1,1,1,1)} (1,0,0,0), ,{(0,1,0,0)minT  

Таблица 2.6.4с 

№ xyzt  
0g  1g  2g  3g  4g  

1 0100 1 1 1 1 0 
2 1000 1 0 0 1 1 
3 1001 1 0 1 1 1 
4 1010 1 1 1 1 0 
5 1111 1 0 1 0 1 
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Задание 2.6.5 
1. Построить таблицу значений функции, реализуемой данной 

контактной схемой. 
2. Найти минимальную ДНФ с помощью карты Карнау,  

построить на еѐ основе контактную схему, равносильную ис-
ходной. 

 

Таблица 2.6.5 
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Таблица 2.6.5 (продолжение) 
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Таблица 2.6.5 (продолжение) 
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Таблица 2.6.5 (продолжение) 
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Таблица 2.6.5 (продолжение) 
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Таблица 2.6.5 (продолжение) 
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Таблица 2.6.5 (продолжение) 

 
18 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
19 

 
 

 
20 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

z 
x 

y 

z  

z  

x 

y  

y 

z  x
z 

x
z 

z x 
x 

y  

y 

z  

z  

x 
y 

z 

y  

y 

z  x
z 

y  

x
z 

z 
x 

x x
z 

y 

z  

z  x 

y 

y  

y 
z  x

z 
y  

x
z 

z 
z 

x 

x 

x x
z 



Булевы функции 155 

Таблица 2.6.5 (продолжение) 
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Таблица 2.6.5 (продолжение) 
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Таблица 2.6.5 (продолжение) 
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Таблица 2.6.5 (окончание) 
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Пример решения задания 2.6.5  

 
 
 
 
Решим задание 2.6.5 для 

контактной схемы. 
 
 
 
 
 
 

Рассмотрим вид контакт-
ной схемы на всех 8 наборах 
переменных x,y,z, изображая 
разомкнутые контакты пунк-
тирной линией, а замкнутые — 
сплошной.  

Рассмотрим набор (0,0,0). 
  Видим, что в данном 

случае между полюсами нет 
маршрута, составленного из 
сплошных линий, значит, на 

z  

z  

z 
z  

y 

y 

z  

x 

y 
y  

x
z y  

x
z 

x 

x 



Булевы функции 159 

x 
z 

x
z 

y 

y  

z  

z 

y  

x 

x
z 

y 

x
z 

z  

x
z 

z  

y 

x 
z 

x
z 

y 

y  

z  

z 

y  

x 

x
z 

y 

x
z 

z  

x
z 

z  

y 

x 
z 

x
z 

y 

y  

z  

z 

y  

x 

x
z 

y 

x
z 

z  

x
z 

z  

y 

этом наборе функция, реализованная данной схемой, равна нулю, 
f(0,0,0) = 0.   

Рассмотрим изображение схемы на остальных наборах: 
   

  
                 
                                   
f(0,0,1) = 0 
 
                                         
                 
 
 
 
 
 
 
 
f(0,1,0) = 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                          
f(0,1,1) = 1 
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f(1,0,0) = 1 
 
                                       
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                          
f(1,0,1) = 1 
 
 
  
 
 
    
   
 
 
 
 
f(1,1,0) = 1 
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f(1,1,1) = 0 
 
  
   
 
 
 
 
 
Запишем найденные значения функции  

f(x,y,z) в карту Карнау (табл. 2.6.5а). 
Минимальная ДНФ: .xy xz x y   
Преобразуем формулу: xy xz x y  

xy x z y . Соответствующая контакт-

ная схема имеет вид:  
 
 
 
 
 
 
   
Задание выполнено. 

 
 
 
  

 
 
 
 

Таблица 2.6.5а 

z  
xy  0 1 

00 0 0 

01 1 1 

11 1 1 

10 1 1 
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Глава 3 
 
Теория алгоритмов  
  

3.1. Машины Тьюринга  

 Машиной Тьюринга называется пятѐрка объектов 
),( ,,,S,AT  где }{ 21 na,...,a,aA  — алфавит; 
}{ 10 ms,...,s,sS  — множество внутренних состояний, при-

чѐм 0s  — заключительное, а 1s  — начальное состояния.  
SSA:  — функция перехода; 
ASA:  — функция выхода; 

SA: {П, Л, Н} — функция управления.  
Командой машины Тьюринга называется запись вида 

jpik sDasa , где pa , ,D js  — значения на наборе )( iksa функ-
ций ,  и  соответственно.  

Программой машины Тьюринга называется набор всех еѐ ко-
манд.  

Работа машины Тьюринга связана с бесконечной лентой, раз-
битой на ячейки, причѐм в каждой ячейке может быть записан 
один символ некоторого алфавита, причѐм является символом 
пустой ячейки. 

Работа машины Тьюринга над словом , записанным на ленте, 
проходит следующим образом:  

 машина Тьюринга начинает свою работу всегда в состоянии 
,1s  а еѐ считывающее устройство расположено над первым слева 

символом слова, записанного на ленте; 
считав символ в ячейке, обозреваемой считывающим устрой-

ством машины Тьюринга, она печатает в эту ячейку символ,  
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найденный с помощью функции выхода , двигается вдоль ленты 
вправо, влево или остаѐтся на месте, в случае, если функция  
принимает значения П, Л или Н соответственно и переходит  
в состояние, определяемое с помощью функции перехода  при 
переходе машины Тьюринга в состояние 0s  считают, что она за-
кончила работу над словом  и говорят, что машина Тьюринга 
применима к слову . 

Если машина Тьюринга при работе над словом  не переходит 
в состояние ,s0  то говорят, что она не применима к слову . 

Конфигурацией машины Тьюринга называется запись 
ks

b 21 αα , 

где b  — символ ячейки, обозреваемой считывающим устройст-
вом машины Тьюринга, находящейся в состоянии ,ks  а 1  
и 2 — слова, записанные на ленте соответственно левее и правее 
символа .b  

Кодом машины Тьюринга называется запись набора еѐ команд 
в алфавите {*,1}, позволяющая однозначно восстанавливать каж-
дую команду. 

Машина Тьюринга называется самоприменимой (несамопри-
менимой), в случае, ели она применима (не применима) к своему 
коду. 

Числовой функцией называется функция вида 
.,: 00 NkNNf k   

Изображением набора аргументов )( 21 kx,...,x,x  называется 

запись вида 1111 1λ...λ1λ1λ1 321 kxxxx  (*), где 1 11...1z

z
. 

Числовая функция )( 21 kx,...,x,xf  называется вычислимой по 
Тьюрингу, если существует машина Тьюринга, применимая к лю-
бому слову вида (*), переводящая его в слово ,1 1y  где 

).( 21 kx,...,x,xfy  

Задание 3.1.1 
1. Построить машину Тьюринга, применимую ко всем словам 

nx...xx 21  в алфавите }{ b,a и переводящую их в слово . 
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 2. Проверить работу машины Тьюринга над некоторыми сло-
вами. 

Таблица 3.1.1 

№    

1  1121 nnn xxx...xx  

2  ,... 131 nxxx  если ,2 ax  ,...43 nxxx  если bx2  

3 
 ,x...xx n21  если в данном слове количество букв a  нечѐтно,  

,bb  если чѐтно 

4  ,...31 nxxx  если n  нечѐтно, ,...21 nxxx  если n  — чѐтно 

5  12 xax  

6  11121 x...xxx...xx nnn  

7 
 ,baba если слово начинается на ,ba   

ax...xx n21  в других случаях 

8  ,...1 nxbx  если ,axn  ,bb  если bxn   

9  ,ab  если n  — чѐтно, ,nx  если n  — нечѐтно 

10  ,na  если ,1 axn  ,... 221 abxxx n  если bxn 1  

11  nx...xxxxx 54231  

12  bx...xax n 221  

13  ,a  если ,4n  ,...1 nxx  если 3n  

14 
 ,aa  если в данном слове число букв нечѐтно,  

,... 121 nxxx  если чѐтно 

15  ,... 121 nnn xxxxx  если ,2 ax  ,...1 nxx  если bx2  

16  ,bab  если слово начинается на ,ab  21xx  в других случаях 

17  ,...21 bxxx n  если n  — чѐтно, ,...21 nxxbx  если n  — нечѐтно 

18  ,ba  если ,2 ax  ,... 11 nxx  если bx2  

19  ,aa  если n  — нечѐтно, ,... 121 nnn xxxxx если n  — чѐтно 

20  ,na  если ,1 ax  ,2x  если bx1  
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Таблица 3.1.1 (окончание) 

№    

21  ,x...xx n 121  

22  nx...xxax 432  

23  1321 nn x...xxxx  

24  n
n x...xb 1  

25  nab)(   

26  nnnn xxxx...xx 11221  

27  ,1x  если n  — нечѐтно, ,nx  если n  — чѐтно 

28  11 x...xx nn  

29  nnn xxx...xx 1221  

30  ,ab  если слово начинается на ,ba  11 nx...x  в других случаях 
 
 

Пример решения задания 3.1.1 
Решить задание 3.1.1 для 
 ,xn{  если ,axn 1  ,xb n

n 1  если .n,bxn )1(1  
1. Опишем работу алгоритма, решающего эту задачу. 
Будем обозначать состояния машины Тьюринга числами 

0,1,2..., причѐм 1 — начальное, а 0 — заключительное состояния.  
Вначале с помощью команд a,a )1( П1; b,b )1( П1 прохо-

дим до конца слова, не изменяя его символов.  
Признаком окончания слова будет считывание  в первом со-

стоянии.  
С помощью команд ( ,1) Л2; a,a )2( Л3; b,b )2( Л3 

движемся влево, не изменяя последнего символа слова. 
Если в состоянии 3 считываем символ ,a  значит, ,1 axn  

нужно стирать все символы слова , кроме последнего. Это мож-
но сделать с помощью команд )3( ,a  Л4; )4( ,a  Л4; )4( ,b  

Л4. Если в состоянии 4 считывается , значит, вся работа про-
делана, и пора останавливаться с помощью команды ( ,4) Н0. 
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Если в состоянии 3 считываем символ ,b  значит, ,1 bxn  
нужно все символы, кроме ,nx  заменять буквами .b  Это делаем  
с помощью команд b,b )3( Л5; b,a )5( Л5; b,b )5( Л5. Если 
в состоянии 5 считывается , значит, все символы исходного сло-
ва пройдены, можно переходить в состояние 0 с помощью ко-
манды ( ,5)  Н0. 

Запишем программу найденной машины Тьюринга в виде таб-
лицы: 

Таблица 3.1.1а 

   A       S  1 2 3 4 5 

 Л2 - - Н0 Н0 

a aП1 aЛ3 Л4 Л4 bЛ5 

b bП1 bЛ3 bЛ5 Л4 bЛ5 

 
2. Проверим работу построенной машины Тьюринга над сло-

вом :abba  
,

1
bbaa ,

1
abba ,

1
abba ,

1
a bb a ,

2
a b b a ,

3
abba ,

5
abba ,

5
abba

,
5

abbb .
0

b b b a  

Итак, в слове abba  предпоследний символ — ,b  и все буквы 
исходного слова, кроме последней, заменены буквой .b  

Проверим работу построенной машины Тьюринга над словом 
:bbaaa  

,
1

aaabb ,
1

aaabb ,
1

aaabb ,
1

aaabb ,
1
aaabb ,

1
aaabb ,

2
aaabb  

,
3

aaabb  ,
4

aabb ,
4

abb ,
4

ab ,
4

a .
0

a  

В слове bbaaa  предпоследний символ — ,a  и все буквы ис-
ходного слова, кроме последней, заменены пустыми символами .  

Итак, проверка сделана, результат работы машины Тьюринга 
удовлетворяет требованиям, которые ставились в условии задачи. 
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 Задание 3.1.2 
1. Построить машину Тьюринга, вычисляющую числовую 

функцию ).( 21 nx,...,x,xf  
2. Проверить работу построенной машины над некоторыми 

наборами значений переменных. 

Таблица 3.1.2 

№   )( 21 nx,...,x,xf   

1  yxz,y,xf )(  

2  3)( yz,y,xf  

3  ,{),( yxyxf если  ,yx  0, если  }yx  

4  4)( w,z,y,xf  

5  ,y,xf {0)( если  ,x y  1, если  }yx  

6  3,–{),,( zzyxf если  ,3z  0, если  }3z  

7  1)( zyw,z,y,xf  

8  {0,),,( zyxf если  ,0x  ,y  если  }0x  

9  ,{),( xyyxf если  ,yx  0, если  }yx  

10  ,y,xf 2{)(  если  ,1y  ,x если  }1y  

11  zyz,y,xf 3)(  

12  {0,),( yxf если  ,0x  ,1y  если  }0x  

13  ,{),( xyxf если  x  — чѐтно; ,y  если  x  — нечѐтно}  

14  ,{),( yxyxf если  ,yx  0, если  }yx  

15  ,1{),,( zzyxf если  ,0z  0, если  }0z  

16  ,0{),( yxf если  x  — чѐтно; 1 если  x  — нечѐтно} 

17  yz,y,xf 2)(  

18  ,{),,( wzyxf если  ,0x  2, если 0}x  

19  ,2{),( xyxf если  ,2x  0, если  }2x  
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Таблица 3.1.2 (окончание) 

№  )( 21 nx,...,x,xf  

20  12)( xy,xf   

21  ,{),( xyxf если  x — чѐтно; 0, если  x — нечѐтно} 

22  ,0{),( yxf если  ,0xy  ,yx  если  0}xy  

23  3)( yz,y,xf  

24  ,1{),( yxf если  ,0x  0, если 0}x  

25  wzw,z,y,xf )(  

26  ,{),( yyxf если  ,1x  ,2x  если 1}x  

27  ,{),,( yxzyxf если  ;0z  ,y  если 0}z  

28  ,{),,,( zwzyxf  если  ;1x  ,w  если  }1x  

29  zz,y,xf 2)(  

30  ,5{),( yxf если  ,2yx  0, если  }2yx  

 
Пример решения задания 3.1.2 

 Решить задание 3.1.2 для .yxy,xf 2)(  
1. Внутренние состояния машины Тьюринга, которую требу-

ется построить, будем обозначать числами 0,1,2..., причѐм 1 — 
начальное, а 0 — заключительное состояния.  

Набор значений аргументов )( y,x  изображается словом 

.yx 11 11   
Аргумент x  должен остаться без изменения, этого можно до-

биться с помощью команды (1,1) 1П1. Когда в первом состоя-
нии встретится символ , значит, мы попали на символ, разде-
ляющий изображения аргументов, переходим в состояние 2,  
а сам символ  пока оставляем без изменений с помощью коман-
ды ( ,1) П2.  

Далее, набор единиц, изображающий аргумент у, проходим до 
конца. Для этого добавим команды (1,2) 1П2; ( ,2) Л3. 
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Теперь с помощью “челночного” алгоритма удвоим количест-
во единиц в блоке, изображающем вторую переменную. 

Расширим алфавит, введя метку #. Считая, что k  единиц бло-
ка продублированы, рассмотрим, как будет дублироваться 1k -я 

единица. 
y 1-k

1

3
1 λ1...11...11...1

k k
x . Заменим очередную единицу из бло-

ка, изображающего вторую переменную, меткой # и будем дви-
гаться вправо ((1,3) #П4; (1,4) 1П4), пока не встретим пустую 
ячейку, заполним еѐ единицей и пойдѐм влево (( ,4) 1Л5; 
(1,5) 1Л5), пока не встретим метку, заменим еѐ единицей, пе-
рейдѐм к следующему символу слева, вернувшись в состояние 3 
((#,5) 1Л3).  

 Когда в третьем состоянии считается , значит, блок, изобра-
жающий вторую переменную, продублирован. Заменим разде-
ляющий символ единицей (( ,3) 1Л5) и пойдѐм на начало полу-
ченного блока из 42)1(211 yxyx  единиц. Когда  
в состоянии 5 встретится , значит, пора идти вправо, стирать три 
лишние единицы, ведь для изображения числа yx 2  требуется 

12yx  единиц. Для этого добавим команды ( ,5) П6; 
(1,6) П7; (1,7) П8; (1,8) Н0 .  

Запишем все команды полученной машины Тьюринга в виде 
таблицы. 

Таблица 3.1.2а 

  A     S   1 2 3 4 5 6 7 8 

 П2 Л3 1Л5 1Л5 П6 - - - 

1 1П1 1П2 #П4 1П4 1Л5 П7 П8 Н0 

# - - - - 1Л3 - - - 

 
В клетках таблицы, помеченных неопределѐнным символом — 

можно вписать любые команды, т. к. до их исполнения дело всѐ 
равно не дойдѐт. 
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2. Проверим работу алгоритма над изображением набора пе-
ременных (0,1), т. е. над словом 1 11: 

,11
1
1 ,11

1
1 ,1

2
11 ,

2
111 ,

2
111 ,

3
111 ,

4
11 # ,1

5
11 #  

,11
3
11 ,1

4
11 # ,

4
111 # ,

4
111 # ,1

5
111 # ,11

5
11 # ,111

5
1 #  

,1111
3

1 ,1
5
1 5 ,1

5
6 ,1

6
1 5 ,1

7
1 4 ,1

8
1 3 .111

0
 

Итак, в результате осталось три единицы, которые являются 
изображением числа 2.  

Заметим, что 2,120(0,1)f  так что на ленте получено 
то, что и нужно было получить.  

 

Задание 3.1.3 
1. Написать формулу числовой функции ),( 21 nx,...,x,xf вы-

числимой машиной Тьюринга с множеством внутренних состоя-
ний {0,1,2,3,4,5,6}, где 0 — заключительное, а 1 — начальные 
состояния, если машина задана своей программой. 

2. Проверить работу машины Тьюринга с некоторым набором 
значений аргументов. 

Таблица 3.1.3 

№ n   A     S   1 2 3 4 5 6 

 

1 

 

4 
 1П2 1П3 П4 Л5 Л5 Н0 

1 П1 1П2 1П3 П4 Л6 Л0 

         
 

2 

 

2 
 --- 1П5 П4 Н0 --- Н0 

1 1П2 П3 П3 П4 1П6 П6 

         
 

3 

 

3 
 П2 П3 Л4 1Н0 1Л6 1Л4 

1 П1 П2 1П3 П5 1П5 1Л6 
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Таблица 3.1.3 (продолжение) 

№ n   A     S   1 2 3 4 5 6 

 

4 

 

2 
 1П4 Л3 Н0 1Л5 1П6 1Н0 

1 1П2 1П1 Л3 1П4 1Л5 1П6 

         
 

5 

 

3 
 --- 1П3 П4 Л5 Л5 1Н0 

1 П2 П2 1П3 1Л6 1Л6 1Л6 

         
 

6 

 

4 
 П2 1П3 П4 Л5 Л5 --- 

1 П1 1П2 1П3 П4 Л6 Н0 

         
 

7 

 

2 
 П4 1П3 1П1 Л5 Л5 Н0 

1 Л2 1Л2 1П3 П4 Л6 1Л6 

         
 

8 

 

3 
 1П2 1П3 1П4 Л5 Л6 Л6 

1 1П1 П2 1П3 --- Л5 1Н0 

         
 

9 

 

3 
 1П2 1П3 Л4 Л4 1Л6 1Л0 

1 П1 1П2 П3 Л5 1Л5 --- 

         
  

10 

 

4 
 П2 П3 П4 Л5 Л5 1Н0 

1 П1 П2 1П3 П4 Л6 1Л6 
 

 

11 

 

2 
 П2 1Н0 1П5 1Н0 1Л6 1Н0 

1 П1 1П3 1П4 1П4 1Л5 1Л6 

         
 

12 

 

4 
 П2 1П3 1Л4 1П5 1Л6 1Н0 

1 П1 П2 1П3 1Л4 1П5 1Л6 
 

 

13 
 

2 
 1П4 1П3 1П1 1П5 1П6 Н0 

1 Л2 1Л2 1П3 1П4 --- 1Н0 
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Таблица 3.1.3 (продолжение) 

№ n   A     S   1 2 3 4 5 6 
 

14 
 

4  Н0 П3 1П4 1П5 --- 1Л1 

1 1Н2 П2 П3 1П4 1Л6 1Л6 

          

15 
 

2  1П2 Л3 1П6 1Л5 1Л3 1Н0 

1 1П1 1П2 П4 1П4 1Л5 1П6 

          

16 
 

4  1П2 П3 П4 Л5 Л5 1Н0 

1 1П1 П2 П3 П4 1Л6 1Л6 

          

17 
 

4  П2 П3 П4 Л5 Л5 1Н0 

1 1П1 П2 П3 П4 1Н6 1Л6 

          

18 
 

3  1П2 1П3 Л4 Н0 1Л6 1Л4 

1 1П1 1П2 1П3 П5 1П5 1Л6 

          

19 
 

3  1П2 1П3 Л4 Л4 1П6 1Н0 

1 П1 1П2 П3 1Л5 1Л5 1П6 

          

20 
 

1  1П1 1Н0 1П5 Н0 1П6 1Н0 

1 1П2 1П3 1П4 П4 Л0 --- 

          

21 
 

4  --- 1П3 П4 П5 Л6 Л6 

1 П2 1П2 1П3 П4 П5 Н0 
          

22 
 

4  1П2 1П3 1Л4 1Л5 Л5 Н0 
1 1П1 П2 1П3 1Л4 1Н6 Л6 

          

23 
 

2  1Н0 П5 1П4 1Н0 1П6 1П1 
1 П2 1П3 1П3 1П4 П5 1П6 

          

24 
 

5  П2 1П3 1П4 1П5 Л6 Л6 
1 П1 П2 1П3 1П4 П5 Н0 

          

25 
 

2  1П2 Н0 1П4 1П2 1П6 1Н0 
1 П1 Л3 1Л3 1П4 1Л6 1Н0 

          

26 
 

3  1П2 П3 --- 1Л5 1Н0 1Н0 
1 1П1 1П2 1П4 1Л6 1Л5 1Л6 
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Таблица 3.1.3 (окончание) 

№ n   A     S   1 2 3 4 5 6 
 

27 
 

2  1П2 --- 1Н0 1Л5 1П6 1П3 
1 1П1 1П3 1П4 1П4 1Л5 1П6 

          

28 
 

3  1П2 1Л3 1П4 1Л5 1П6 Н0 
1 1Л1 1П2 1Л3 1П4 1Л5 1П6 

          

29 
 

3  П2 --- П4 Л5 Л5 1Н0 
1 П1 П3 1П3 П4 Л6 1Л6 

          

30 
 

2  1П2 Л5 Л4 1Н0 1Л6 1П0 
1 1П1 1П3 1П2 Л4 1Л5 Л6 

 
Пример решения задания 3.1.3 

Решить задание 3.1.3 для ),( 21 x,xf  вычислимой на машине 
Тьюринга, заданной своей программой.  

Таблица 3.1.3а 

 A      S   1 2 3 4 5 6 

 --- П5 1Л4 1Н0 Н6 1Н0 

1 П2 1П3 1П3 1Л4 П5 --- 
 

Рассмотрим последовательность конфигураций данной маши-
ны Тьюринга при работе над изображением набора значений ар-
гументов ).( 21 x,x   

Рассмотрим случаи: 1) .x 01  

,xx 121 11
1
1 ,xx 11 21 11

2
1 ,xx 12 21 11

3
11 … ,, xx 121 1

3
1  

,xx 11 21 11
4
11 … ,, xx 2211

4
.xx 2211

0
1  

Итак, в результате работы машины Тьюринга над изображе-
нием набора аргументов получился блок из 321 xx  единиц, 
которые служат изображением числа .xx 221   
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2) .x 01  
В этом случае последовательность конфигураций будет вы-

глядеть так:  
,x 121

1
1 ,x 121

2
,x21

5
1 ...,x 121

5
1 ,,

5
1 ,

5
,

6
.

0
1  

В этом случае осталась одна единица, которая служит изобра-
жением числа 0.  

Ответ: 
,0

,2
),( 21

21
xx

xxf  

 

Задание 3.1.4 

1. По данному коду )(TN  восстановить программу машины 
Тьюринга. 

2. Выяснить, является ли машина T  самоприменимой или не-
самоприменимой. 

При составлении )(TN  использована следующая кодировка: 
П — 1, Л — 12, Н — 13,  — 14, 1 — 15,  — 16,  

0s  — 17, 1s  — 18, 2s  — 19. 

Таблица 3.1.4 

№ )(TN  

1 
18*14*15*1*19**18*15*16*1*18**18*16*14*12*18** 19* 
14*14*13*19**19*15*15*1*19**19*16*14*1*18 

2 
18*14*14*1*17**18*15*16*1*19**18*16*15*12*19** 19* 
14*14*1*18**19*15*15*1*18**19*16*15*1*19 

3 
18*14*14*1*18**18*15*16*12*17**18*16*15*13*17** 19* 
14*14*13*17**19*15*16*1*19**19*16*16*1*18 

4 
18*14*14*12*19**18*15*16*12*18**18*16*15*13*18** 
19*14*14*1*19**19*15*16*12*18**19*16*14*1*18 

5 
18*14*14*12*17**18*15*16*12*19**18*16*16*13*19** 
19*14*14*12*18**19*15*15*12*17**19*16*15*1*19 

если ,01x  
если .x 01  



Глава 3 176 

Таблица 3.1.4 (продолжение) 

№ )(TN  

6 
18*14*14*12*18**18*15*14*13*17**18*16*16*1*17** 19* 
14*14*1*17**19*15*15*13*19**19*16*16*1*18 

7 
18*14*14*13*19**18*15*14*13*18**18*16*16*1*18** 19* 
14*14*12*19**19*15*16*12*18**19*16*14*1*18 

8 
18*14*14*13*17**18*15*15*13*19**18*16*16*1*19** 19* 
14*14*1*18**19*15*16*13*19**19*16*15*1*18 

9 
18*14*14*13*18**18*15*14*1*17**18*16*16*12*17** 19* 
14*14*1*17**19*15*14*1*18**19*16*16*1*19 

10 
18*14*14*1*19**18*15*14*1*18**18*16*16*12*18** 19* 
14*14*12*18**19*15*15*13*17**19*16*14*1*19 

11 
18*14*15*1*17**18*15*14*1*19**18*16*16*12*19** 19*1 
4*14*12*19**19*15*16*1*19**19*16*15*12*17 

12 
18*14*15*1*18**18*15*14*13*17**18*16*16*13*17** 19* 
14*16*12*17**19*15*14*1*19**19*16*16*12*18 

13 
18*14*15*12*19**18*15*14*12*18**18*16*16*13*18** 
19*14*16*13*18**19*15*15*12*18**19*16*14*12*18 

14 
18*14*15*12*17**18*15*14*12*19**18*16*14*13*19** 1 
9*14*16*13*19**19*15*16*12*18**19*16*15*12*18 

15 
18*14*15*12*18**18*15*14*12*17**18*16*14*1*17** 
19*14*16*13*17**19*15*14*13*17**19*16*16*12*18 

16 
18*14*15*13*19**18*15*14*12*18**18*16*14*1*18** 
19*14*16*1*19**19*15*14*12*19**19*16*14*12*19 

17 
18*14*15*13*17**18*15*14*13*19**18*16*14*1*19** 
19*14*16*1*18**19*15*15*13*19**19*16*15*12*19 
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Таблица 3.1.4 (окончание) 

№ )(TN  

18 
18*14*15*13*18**18*15*15*13*17**18*16*14*12*17** 
19*14*16*1*17**19*15*16*13*18**19*16*16*12*17 

19 
18*14*15*1*19**18*15*15*13*18**18*16*14*12*18** 
19*14*16*12*19**19*15*14*11*18**19*16*14*12*19 

20 
18*14*16*1*17**18*15*15*13*19**18*16*14*12*19** 
19*14*16*12*18**19*15*14*12*17**19*16*15*1*19 

21 
18*14*16*1*18**18*15*15*1*17**18*16*14*13*17** 
19*14*15*12*17**19*15*15*12*19**19*16*16*1*18 

22 
18*14*16*12*19**18*15*15*1*18**18*16*14*13*18** 
19*14*15*13*19**19*15*16*1*18**19*16*14*1*19 

23 
18*14*16*12*17**18*15*15*1*19**18*16*15*13*19** 
19*14*15*13*18**19*15*16*12*19**19*16*15*1*17 

24 
18*14*16*12*18**18*15*15*12*17**18*16*15*1*17** 
19*14*15*13*17**19*15*15*12*19**19*16*16*1*19 

25 
18*14*16*12*19**18*15*15*12*18**18*16*15*1*18** 
19*14*15*1*19**19*15*16*13*18**19*16*14*12*19 

26 
18*14*16*13*17**18*15*15*12*19**18*16*15*1*19** 
19*14*15*1*18**19*15*14*13*18**19*16*15*13*18 

27 
18*14*16*13*18**18*15*16*13*17**18*16*15*12*17** 
19*14*15*1*17**19*15*15*1*18**19*16*16*13*17 

28 
18*14*16*1*19**18*15*16*13*18**18*16*15*12*18** 
19*14*15*12*19**19*15*16*13*17**19*16*14*13*18 

29 
18*14*15*1*17**18*15*16*13*19**18*16*15*12*19** 
19*14*15*13*18**19*15*15*1*19**19*16*15*1*18 

30 
18*14*14*1*18**18*15*16*1*17**18*16*15*13*17** 
19*14*14*12*17**19*15*14*1*18**19*16*16*12*17 
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Пример решения задания 3.1.4 

Решить задание 3.1.4 для данного кода :)(TN  

)(TN 18*14*14*1*18**18*15*15*1*18**18*16*16*12*19* 

* 19*14*15*13*17**19*15*14*12*19**19*16*15*1*18. 

1. Заменим каждый блок единиц символом по описанному  
в условии задачи правилу. Одной звѐздочкой разделяются симво-
лы одной команды, а двумя звѐздочками — отдельные команды 
машины Тьюринга.  

 Например, комбинации 18*14*14*1*18 соответствует команда 
.s11)s,(  Заменяя таким об-

разом коды всех команд их стан-
дартной записью, изобразим про-
грамму машины Тьюринга в виде 
таблицы (табл. 3.1.4а).  

2. Запишем последователь-
ность конфигураций машины 
Тьюринга при работе над своим 
кодом, обозначив через A  слово, 
полученное из кода машины Тью-
ринга, начиная с10-го символа. 

,11 7

1

A
s

 ,111 6

1

A
s

…, ,1
1

8 A
s

 ,11
2

7 A
s

 ,11
2

6 A
s

…, 

,1 7

2

A
s

,8

2

A
s

.A
s

8

0

1  

Как видим, при работе над своим кодом машина Тьюринга пе-
решла в своѐ заключительное состояние, значит, она является 
самоприменимой. 

 
 

Таблица 3.1.4а 

 A      S   1s  2s  

 1s  П 1 Н 0s   

1 1 П 1s    Л s2 

* * Л 2s  1 П 1s  
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3.2. Нормальные алгоритмы 
Пусть A  — алфавит, не содержащий символов “.” и “ ”. 
Обыкновенной формулой подстановок называется запись вида 

,QP  где P  и Q  — некоторые слова в алфавите .A  
Заключительной формулой подстановок называется запись 

вида ,.QP  где P и Q  — некоторые слова в алфавите .A  
Нормальной схемой подстановок над алфавитом A  называет-

ся запись вида 

kkk QdP
...

QdP
QdP

222

111

, где ,Pi  iQ  — слова в алфавите ,A  

id  — либо пустое место, либо символ “.” . 
Нормальным алгоритмом над алфавитом B  называется пара 

)( S,A  такая, что ,AB  S  — нормальная схема над алфави- 
том .B   

Работа нормального алгоритма над словом R  состоит из от-
дельных шагов, в результате которых получаются слова 

,...R,...,R,RR i21  Слово 1iR  получается из слова iR  так:  
просматривается нормальная схема подстановок и из неѐ вы-

бирается самая верхняя формула, левая часть которой входит  
в слово .Ri  Пусть, например, это будет формула .QdP jjj  За-
тем первое вхождение jP  в слово iR  заменяется на ,jQ  что  
и даѐт слово .Ri 1  

Работа нормального алгоритма над словом R  заканчивается  
в двух случаях: 

1)  существует i  такое, что слово iR  получено с помощью 
заключительной формулы подстановки; 

2)  существует i  такое, что ни одна из левых частей нор-
мальной схемы подстановок не входит в слово .Ri  

И в том, и в другом случаях слово iR  объявляется результа-
том работы нормального алгоритма над словом R  и говорят, что 
нормальный алгоритм применим к слову .R   
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Изображением набора аргументов )( 21 kx,...,x,x  называется 

запись вида 1111 1...111 321 kxxxx , (*) где 
z

z ...1111 .  

Числовая функция )( 21 kx,...,x,xf  называется вычислимой по 
Маркову, если существует нормальный алгоритм, применимый к 
любому слову вида (*), переводящий его в слово ,1 1y  где 

).( 21 kx,...,x,xfy   
 

Задание 3.2.1 
1. Построить нормальный алгоритм, применимый ко всем сло-

вам nx...xx 21  в алфавите }{ b,a и переводящий их в слово . 
2. Проверить работу построенного нормального алгоритма над 

некоторыми словами. 

Таблица 3.2.1 

№     

1  ,ab  если 3,n  ,x...xax n21  если 3n  

2  ,aa  если в данном слове число букв b  нечѐтно, ,x...xx n 121  если  
чѐтно 

3  ,xxx...xx nnn 121  если ,ax2  ,bx...xx n21  если bx2  

4  ,abb  если слово начинается на ,ab  21xx  в остальных случаях 

5  ,bx...x n1  если n  — чѐтно, ,x...bx n1  если n  — нечѐтно 

6  ,ab  если ,ax2  ,x...x n 11  если bx2  

7  ,aa  если n  — нечѐтно, ,xxx...x nnn 11  если n  — чѐтно 

8  ,na  если ,ax1  ,x2  если bx1  

9  n
nax...x1  

10  nx...xxax 312  
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Таблица 3.2.1 (окончание) 

№     

11  nnn xx...xxxx 1321  

12  n
n x...xb 1  

13  nab)(   

14  2121 nnn xxx...xx  

15  ,x...xx n 131  если ,ax2  ,x...xx n43  если bx2  

16  ,x...x n1  если в исходном слове количество букв a  нечѐтно, ,aba  если 

чѐтно 

17  ,x...xxx n531  если n  нечѐтно, ,x...xx n21 если n  чѐтно 

18  nx...baxbxaxx 4321  

19  111321 x...xxx...xxx nnn  

20  ,baba  если слово начинается на ,ba   

ax...xx n21  в других случаях 

21  ,x...xbx n21  если ,axn  ,bbb если bxn  

22  ,ab  если n  — нечѐтно, ,xx nn 1  если n  — чѐтно 

23  ,na  если ,axn 1  ,abx...xx n 221  если bxn 1  

24  1254231 nnn xxx...xxxxx  

25  bxx...xxxax nn 222211  

26  ,bb  если 3,n  ,x...x n 11  если 3n  

27  ,ax...xx n21  если n  — нечѐтно, ,x...bx n1  если n  — чѐтно 

28  n
n x...xb 1  

29  1212 xxxx  

30  nnnn xx...xxxx...xx 132121  
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Пример решения задания 3.2.1 

Решить задание 3.2.1 для 
,xn{  если ;1 axn  ,xb n

n 1  если ,bxn }1  1).(n  
1. Опишем работу нормального алгоритма, решающего эту задачу. 
Последней в схеме подстановок запишем формулу   , тогда 

слово nx...xx 21  перейдѐт в .x...xx n21  Затем с помощью формул 
подстановок ,aa bb  символ  прейдѐт на конец сло-
ва: .x...xx n21   

Для разбора варианта axn 1  введѐм формулы подстановок 
,bab  ,aaa  ,a  . 

Для разбора случая bxn 1  введѐм формулы подстановок 
,bbbb  ,baba  ,ba  ,bb  .   

Запишем нормальную схему подстановок:  

.
bb
ba

baba
bbbb

.
a

aaa
bab

bb
aa

 

2. Проверим работу построенного нормального алгоритма над 
словами abba  и :bbaaa  

,abba  ,bbaa ,baba ,abab ,aabb ,baab  

,baba ,bbaa ,bbba .bbba  
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,bbaaa  ,bbaaa ,aaabb ,aaabb ,aabba ,abbaa  

,aabba ,aabb ,abb ,ab ,a .a  

Видим, что нормальный алгоритм работает так, как и требо-
валось.  
 

Задание 3.2.2 
1. Построить нормальный алгоритм, вычисляющий данную 

числовую функцию .f   
2. Проверить работу построенного нормального алгоритма над 

некоторыми наборами значений переменных. 

Таблица 3.2.2 

№  f  

1  zxz,y,xf 2)(  

2  ,xyy,xf {)(  если ;xy  0, если }xy  

3  ,4{)( w,z,y,xf  если x  — чѐтно; ,x  если x  нечѐтно } 

4  ,y,xf 1{)(  если ;yx  0, если }yx  

5  ,zz,y,xf 3-{)(  если ;3z  0, если }3z  

6  wyxw,z,y,xf 33)(  

7  ,z,y,xf 0{)(  если 0;x  ,y  если 0}x  

8  ,yxy,xf {)(  если ;yx  1, если }yx  

9  ,z,y,xf 3{)(  если ;1y  ,x  если }1y  

10  4)( zyz,y,xf  

11  ,z,y,xf 0{)(  если 0;x  ,y 1  если 0}x  

12  ,{)( xy,xf  если x  — чѐтно; ,y2  если x  — нечѐтно} 

13  ,yxz,y,xf {)(  если ;yx  0, если }yx  
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Таблица 3.2.2 (окончание) 

№  f  

14  ,zz,y,xf 1{)(  если 0;z  0, если 0}z  

15  ,0{)( y,xf  если x  — чѐтно; ,2  если x  — нечѐтно} 

16  zyz,y,xf 3)(  

17  ,ww,z,y,xf {)(  если 0;x  ,2  если 0}x  

18  ( , ) { 2,f x y x если ;2x  0, если }2x  

19  14)( xy,xf  

20  ,{)( xy,xf  если x  — чѐтно; ,0  если x  — нечѐтно} 

21  ,y,xf 0{)(  если 0;xy  ,yx  если 0}xy  

22  ,yz,y,xf 2{)(  если ;1y  0, если }1y  

23  ,y,xf 1{)( х = 1; 0, если 1}x  

24  wyw,z,y,xf 2)(  

25  },{)( yxminz,y,xf  

26  ,zz,y,xf 2{)(  если ;2z  0, если }2z  

27  ,xyy,xf {)(  если ;xy  ,2  если }xy  

28  ]2[)( /wyxw,z,y,xf  

29  ,1{)( z,y,xf  если z  — чѐтно; ,yx2  если z  — нечѐтно} 

30  432)( zyxw,z,y,xf  

 
Пример решения задания 3.2.2 

Решить задание 3.2.2 для .yxy,xf 2)(  
Вначале мы имеем запись изображения набора аргументов 

.yx 11 11   
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Последней формулой подстановки мы введѐм символ :  . 
Получим слово .yx 11 11   

Затем с помощью подстановки 1 1  оно преобразуется  
в слово .yx 11 11 Сотрѐм  и разделительную звѐздочку: * . 

Удвоим количество единиц в блоке, изображающем второй 
аргумент: 1 11 . После выполнения всех перечисленных выше 
подстановок окажется запись, содержащая 

32)1(21 yxyx  единицы. Сотрѐм лишние две единицы 
и закончим работу подстановкой 11 . 

Запишем нормальную схему подстановок: 
.11

111

11

 

 

2. Проверим работу алгоритма над изображением набора пе-
ременных (0,1), т. е. над словом 1*11:  

1*11, 1*11, 1 *11, 1 11, 111 1, 11111 , 111.  
Итак, осталось три единицы, которые являются изображением 

числа 2, что и ожидалось, т. к. .,f 2120)10(  

Задание 3.2.3 
1. Написать формулу для функции ),( 21 nx,...,x,xfy  вычис-

ляемой нормальным алгоритмом.  
2. Проверить работу алгоритма над некоторым набором зна-

чений аргументов. 
Таблица 3.2.3 

№ n f  № n f 

1 3 

11
11 1
1
.

 

 

2 2 

1 1

1
1
.
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Таблица 3.2.3 (продолжение) 

№ n f  № n f 

3 2 
1 1
1

1111.

 

 

4 2 

1 11
1

11
1 1111

.
.

 

5 3 

1

1 11

111.

 

 

6 3 

1 1 1
1
1 11
.

 

7 2 

1 1
1
1

1
1

.

.

 

 

8 2 

1

1
1 111

1
1 1

.
.

 

 

9 

 

3 

1 1
1

111.

 

 

10 3 

.
1
1

1.
1
11

 

11 4 

.
1

11

1

 

 

12 3 

11.

11
1.

1
1
11
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Таблица 3.2.3 (продолжение) 

№ n f  № n f 

13 3 

1 1 1

11 1
1 .
.

 

 

14 3 

11 1
1 1 1
1 1

1
1

11
1

.

.

 

15 3 

1 1

1 111

1
.

 

 

16 2 

.
1

.
1
11

11

 

17 3 

11 11
1 1

1
1

11

.

.

 

 

18 2 

1 111

1 11
111.

 

19 3 

1
1
111 1
11 11
1 1

.
.
.

 

 

20 2 

1 1

1 111
11.
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Таблица 3.2.3 (окончание) 

№ n f  № n f 

21 2 

1

11
11
1

11
1 1
1 1

.

.

 

 

22 2 

1 1
1 1

1 11

11 1

.

.

 

23 3 

1 1
1
11 1
1 .
.

 

 

24 2 

1 1
1 1

1
1

.

.

 

25 3 

1 11
1
1

111.

 

 

26 3 

1 1 1
1
1 111
.

 

27 2 

1 1

1
11.

 

 

28 2 

11 11 11

1 11
1

.

.

 

29 2 

1 1 1
1

.

 

 

30 3 

1

1 11
.
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Пример решения задания 3.2.3 

Решить задание 3.2.3 для ,z,y,xf )(  вычисляемой нормальным 

алгоритмом c данной. схемой подстановок: 

1

111
1

.
 

1. Вначале мы имеем запись изображения набора аргументов 
.zyx 111 111  Запишем последовательность слов, получающих-

ся при работе данного нормального алгоритма над словом 
:111 111 zyx   

,zyx 11 1111 ,zyx 1111 1      ,zyx 1111 11 ,zyx 1111 21  

,..., zx 11 111 ,zx 23 111 ,...,zx 35 111 ,zx 121 .zx 121  

Итак, в результате работы нормального алгоритма над изо-
бражением набора аргументов получилось слово из 2 1x z  
единиц, которое служит изображением числа .zx 2   

Значит, искомая функция имеет вид .2)( zxz,y,xf  

2. Проверим работу алгоритма над изображением набора ар-
гументов (2,0,1): ,111111  ,11111  ,1111 ,11111 .11111  

В результате получено изображение числа 4.  
Но .,,f 4122)102(  Так что нормальный алгоритм полу-

чил то, что и должен был получить.  

3.3. Рекурсивные функции  
Числовой функцией называется функция вида 00: NNf n , 

где }.3210{0 ,...,,,N   
Исходными функциями называются числовые функции сле-

дующих видов:    
1)   0)(xo  — нулевая функция; 
2)  1)( xxs  — функция следования; 

3)  kn
n
k xxxxI ),...,,( 21  — функция выбора аргумента. 
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Суперпозицией функций ,x,...,x,xf n)( 211  ,x,...,x,xf n)( 212 …, 
,x,...,x,xf nk )( 21  )( 21 ky,...,y,yg  называется функция )( 21 nx,...,x,xh  

)),(..,),(),(( 21212211 nknn x,...,x,xf.x,...,x,xfx,...,x,xfg  причѐм h   
определена только на тех наборах ),( 21 na,...,a,a  на которых  
определены ,a,...,a,af n)( 211 ,...,a,...,a,af n)( 212 ,a,...,a,af nk )( 21  

)).()()(( 21212211 nknn a,...,a,af,...,a,...,a,af,a,...,a,afg  
Говорят, что числовая функция )( 21 nx,...,x,xf  получена из чи-

словых функций ),( 121 nx,...,x,xg  ),( 121 nn xx,...,x,xh  с помощью 
примитивной рекурсии, если выполняются два условия: 

1) );g(,0)( 121121 nn x,...,x,xx,...,x,xf  
2) )).,((1),( 121121121 yx,...,x,xf,y,x,...,x,xhyx,...,x,xf nnn  
Операция минимизации по i -той переменной функции 

)( 21 nx,...,x,xg  обозначается ))..,,,,(( 1121 iniiy xx.xyx,...,x,xg  и 
определяется так:  

Рассмотрим соотношение ,xx.xyx,...,x,xg inii )..,,,,( 1121  (*)  
которое будем рассматривать, как уравнение относительно .y   
Это уравнение будем решать подбором, подставляя вместо y  

последовательно числа 0,1,2, и т.д. Возможны случаи: 
1)  на некотором шаге левая часть соотношения (*) не опре-

делена. В этом случае считаем, что на наборе )( 21 nx,...,x,x  опе-
рация минимизации не определена. 

2)  На каждом шаге левая часть соотношения (*) определена, 
но ни при каких y  равенство не выполнится. В этом случае так-
же считаем, что на наборе )( 21 nx,...,x,x  операция минимизации 
не определена. 

3)   Левая часть соотношения (*) определена при 
,y 0 ,...,y 1  ,zy 1 ,zy  но при zy  равенство (*) не вы-

полнялось, а при zy  оно выполняется. В этом случае число z  
считается значением операции минимизации на наборе 

).( 21 nx,...,x,x   
Примитивно-рекурсивной называется числовая функция, ко- 

торая может быть получена из исходных за конечное число ша-
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гов с помощью применения операций суперпозиции и примитив-
ной рекурсии. 

Частично-рекурсивной называется числовая функция, которая 
может быть получена из исходных с помощью применения ко-
нечного числа раз операций суперпозиции, примитивной рекур-
сии и минимизации. 

 

Задание 3.3.1 
Найти функцию ),( y,xf  полученную из функций )(xg  и 

)( z,y,xh  по схеме примитивной рекурсии. 

Таблица 3.3.1 

№ )(xg  )( z,y,xh   № )(xg  )( z,y,xh  

1 2x  xz   16 x  2z  

2 2 xz   17 x  
z
x3  

3 x  zyx   18 x2  zx2  

4 x  
2

zx   19 x  zx  

5 1 zyx )1(   20 0 yx 2  

6 x  zx   21 0 zyx  

7 0 1zy   22 3x  23 xz  

8 x4 34 xz   23 0 |xz|  

9 x  zx   24 x yx  

10 x  zy   25 x zzy  

11 3 1yz   26 x2 zy3  

12 1 xxy   27 0 zy3  

13 1 z
x  

 28 0 zyx 2  

14 0 zx3   29 1 yz 3  

15 x  xzxyz   30 0 zyx  
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Пример решения задания 3.3.1 

Решить задание 3.3.1 для функций:  

;)( 2xxg .xzyz,y,xh )2()(  

Найдѐм несколько значений функции :f  

;)()0( 2xxg,xf  

;22)0))0(0()1( 322 xxxx,,x(h,xf,,xh,xf  

;!323)21))1(1()2( 433 xxxx,,x(h,xf,,xh,xf  

.!4!34)!32))2(2()3( 544 xxxx,,x(h,xf,,xh,xf  

Возникает предположение, что ;1)!()( 2yxyy,xf     (1) 
Докажем формулу (1) методом математической индукции, 

проведя индукцию по :y   
1) Проверка при .y 0   

.xx,xf 202 )!10()0(  

Да, при 0y  формула (1) верна. 
2) Допустим, что предложение (1) верно при ,ny  т. е. допу-

стим, что верна формула ;1)!()( 2nxnn,xf      (2) 
3) Докажем, что предложение (1) верно при 1,y n  т. е. до-

кажем справедливость формулы 32)!()1( nxnn,xf        (3) 
Выразим )1( n,xf  с помощью схемы примитивной рекурсии:  

)1)!(,())(,()1( 2nxnn,xhn,xn,fxhn,xf  

.xnxnxn nn 32 2)!(1)!(2)(  
Итак, в предположении справедливости формулы (2) доказана 

формула (3). 
На основании метода математической индукции утверждаем, 

что предложение (1) справедливо для всех .Ny 0  

Ответ: .1)!()( 2yxyy,xf  
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Задание 3.3.2 
Найти функции, получаемые из данной числовой функции 

)( 21 nx,...,x,xf  с помощью операции минимизации по каждой еѐ 
переменной. 

Таблица 3.3.2 

№ n  )( 21 nx,...,x,xf   № n  )( 21 nx,...,x,xf  

1 4  321 xxx   16 4  32
2

1 xxx  

2 3  
2

12
1 xx   17 3  2

3
1 2 xx  

3 3  )12(2 2
1 xx   18 3  221 xlogx  

4 4  
3

21 )1(
x
xx    19 4  2

321

1 xxx  

5 3  21 2xx   20 3  2
13 xx  

6 3  2
3
1 3xx   21 4  321 2xxx  

7 3 12
21xx   22 4  321 xxx  

8 4  321 2xxx   23 3  1
1

2 xx  

9 3  2
21 )1(xx   24 4  321 xxx  

10 4  
3

2
1 x

xx   25 3  241
xx  

11 3  2 )( 21 xx   26 4  
2
3

2
13

x
xx   

12 4  321 xxx   27 3  5
212 xx  

13 4  31
2 xx x   28 4  321 xxx  

14 4  321 )1( xxx   29 3  
2

423
1

xx   

15 4  321 xxx   30 4  3
3
216 xlgxx  
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Пример решения задания 3.3.2 

Решить задание 3.3.2 для функции .
x
xxx,x,x,xf

3

1
24321 )(  

1) Минимизируем данную функцию по переменной .x1  

Рассмотрим уравнение .x
x
yx 1
3

2                    (1) 

а) Если 2 1 ,x x  то при подстановке вместо y  нуля получаем 
верное равенство. 

б) Если 2 1,x x  3 1,x  то при подстановке в уравнение (1) 
вместо y  единицы в левой части уравнения (1) появляется неос-

мысленное выражение — дробь 
3

1 ,
x

 значит, в этом случае опера-

ция минимизации не определена. 
в) Если 3 1,x  но 2 1 ,x x  уравнение (1) примет вид 

.xyx 12  
Это уравнение не может выполниться ни при каких .Ny 0  
г) Если 3 1,x  но 2 1 ,x x  то при 12 xxy  равенство (1) вы-

полнится.  

Итак, 2 1
3

2 1

0,

,

y
yx x
x

x x

 

 
2) Минимизируем данную функцию по переменной .x2  

Рассмотрим уравнение 1
2

3

x
y x

x
.                               (2) 

Если 1 0,x  а 3 0,x  то уравнение (2) примет вид 2xy  и 
имеет решением число .x2  

если ;12 xx  
не определено, если 123 ,1 xxx  

не определено, если 123 ,1 xxx  
если 123 ,1 xxx . 
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Если 1 0,x  то на самом первом шаге, при подстановке вме-
сто y  нуля, в левой части соотношения (2) возникает отрица-
тельное число, т. е. неосмысленное выражение. 

Итак, 2
3

1 x
x
xyy  

 
3) Минимизируем данную функцию по переменной .x3  

Рассмотрим уравнение .x
y
xx 3

1
2                    (3) 

Это уравнение на самом первом шаге, при подстановке вместо 
y  нуля теряет смысл, значит, операция минимизации по третьей 

переменной 3
1

2 x
y
xxy  нигде не определена. 

4) Минимизируем данную функцию по переменной .x4  

Рассмотрим уравнение 4
3

2
1 x

x
xx .                   (4) 

Если набор переменных таков, что левая часть соотношения 
(4) имеет смысл и равенство (4) выполнено, то можно считать, 
что оно выполнено при “подстановке” в соотношение (4) пере-
менной y  на самом первом шаге, т. е. при .y 0   

В остальных случаях значение операции минимизации не оп-
ределено. Итак,  

4
3

1
2 x

x
xxy  

 
 
 
 
 

х2, если 0,0 31 xx ; 

не определено в остальных случаях. 

0, если ;4
3

1
2 x

x
xx  

не определено в остальных случаях. 



 

 

Глава 4 
 
Предикаты  
  

4.1. Предикаты 
Предикатом называется функция, область значений которой 

включена во множество .,E }10{   
Предикат P  называется тождественно истинным (тожде-

ственно ложным), если на всех наборах своих переменных он 
принимает значение 1(0). 

Предикат называется выполнимым, если на некотором наборе 
своих переменных он принимает значение 1. 

Предикатом )( 211 nx x,...,x,xP  называется предикат 

),( 2 nx,...,xT  который принимает значение 1 на тех и только тех 
наборах ),( 2 na,...,a  при которых предикат )( 21 na,...,a,xP  — тож-
дественно истинный.  

Предикатом )( 211 nx x,...,x,xP  называется предикат 

),( 2 nx,...,xR  который принимает значение 1 на тех и только тех 
наборах ),( 2 na,...,a  при которых предикат )( 21 na,...,a,xP  вы- 
полним.  

Если предикат ),( 21 nx,...,x,xyP  таков, что 1 2{ , ,..., },ky b b b  то  

),( 21 ny x,...,x,xyP ...x,...,x,xbPx,...,x,xbP nn ),(),( 212211  

).,( 21k nx,...,x,xbP...  

),( 21 ny x,...,x,xyP ...x,...,x,xbPx,...,x,xbP nn ),(),( 212211  

 ).,( 21k nx,...,x,xbP...  
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Теоремы об отрицании кванторов: 
Для любого предиката ),( 1 nx,...,xyP  справедливы формулы 

 
)()( 2121 nyny x,...,x,x,yPx,...,x,x,yP , 

)()( 2121 nyny x,...,x,x,yPx,...,x,x,yP .
 

Говорят, что предикатная формула находится в приведённой 
форме, если в ней используются лишь операции квантификации, 
отрицания, конъюнкции, дизъюнкции, причѐм отрицание отно-
сится лишь к предикатным буквам. 

Говорят, предикатная формула находится в предварённой нор-
мальной форме, если она имеет вид )(...

21
ADDD

knnn , где D  — 
либо квантор общности, либо квантор существования, A  — фор-
мула, находящаяся в приведѐнной форме, не содержащая кванторов. 

Задание 4.1.1 
Построить n  — местные предикаты на множестве M  такие, 

что выполнено условие . ( A  — множество всех людей) 

Таблица 4.1.1 

№ n  M   

1 3 RZR  ,),y,xP 1(  z,,Q)z,y,P 121(  — выполним 

2 2 AZ  ,)y,P 00( )1()( ,yQx,yP  — выполним 

3 3 NZZ  ),,xP 23(  — выполним, 0)(2,1,)( zQz,y,xP   

4 3 NZA  ,)z,,xP 10(  ),0,()2( zxQ,y,xP  — выполним 

5 3 RRN  ,)z,,xP 01(   )y,(1,)( zQz,y,xP  — выполним 

6 3 ANA  )( z,y,xP  — выполним, 0),20,()20( zxQz,,xP  

7 3 ZNR  ,z,,P 0)12(  )3,2,()1( Q,y,xP  — выполним 

8 2 RR  )( y,xP  — выполним, 0)()2( x,yQx,P  

9 3 RZZ  ( 1,2, ) 1,P z  ),,0()3( zyQ,y,xP  — выполним 
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Таблица 4.1.1 (окончание) 

№ n  M   

10 3 RAA  )3( ,y,xP  — выполним, 16)1,,()( yxQz,y,xP   

11 3 NZN  ,)z,y,P 12(  )1,,()31( zxP,y,Q  — выполним 

12 3 NNA  )4( ,y,xP  — выполним, 1)3,,()2( yxQz,,xP   

13 3 NNR  ,,,xP 0)43(  1),3,()2( zxQ,y,xP  

14 3 NRR  )53( z,,P  — выполним, 1),3,()2( zxQ,y,xP   

15 3 NRA  ,),y,xP 119(  0)7,,()3( yxQz,,xP  

16 3 ZRR  )( z,e,P  — выполним, 1),2,()1( zxQ,y,xP  

17 2 NA  0,)180( ,xP 0)2,()( xQy,xP  — выполним 

18 3 NNN   )42( ,y,P  — выполним, 1),3,2()( zQz,y,xP  

19 3 NRR  1,)3( ,y,xP )3,,()( yxQz,y,xP  — выполним 

20 3 ZRN  )0( z,,xP  — выполним, 0),3,()4( zxQ,y,xP  

21 3 ARR  ,)z,,P 033(  ),,()19( zyxQz,,xP  — выполним 

22 2 RR  )01( y,P  — выполним, 1)0,2()( yQ,y,xP  

23 3 RNR  ,z,y,P 1)3(  ),,1()( zyQz,y,xP - выполним 

24 3 AAA  )( z,y,xP  — выполним, 1),,()( zyxQz,y,xP  

25 3 NZZ  ,,,xP 0)23(  ),1,2()( zQz,y,xP — выполним 

26 2 NA  ,,xP 1)10(  ,2)()( xQy,xP  — выполним 

27 3 RZN  )8( ,y,xP  — выполним, 0),,()43( zyxQz,,P  

28 3 NZZ  ,z,,P 0)99(  ),,()1( zyxQz,y,P  — выполним 

29 3 ZAA  )2( ,y,xP  — выполним, 1),,()( zyxQz,y,xP  

30 3 RNZ  ,z,y,P 1)6(  )3,,()2( yxQz,,xP  — выполним 
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Пример решения задания 4.1.1 

Построить трѐхместные предикаты P  и Q  на множестве 
ZNN  такие, что )31( ,y,P  — выполним, и 

0.),1,()( zxQz,y,xP  
Пусть  zyxz,y,xP 2(:)(  кратно 4); 

5(:)( zyxz,y,xQ  — нечѐтное число). 

Тогда 4(2:)()31( yyT,y,P кратно 4). 

4(2)1(T  кратно 4) = 0; 4(4)1(T  кратно 4) = 1.  

Значит, )31()( ,y,PyT  — выполнимый предикат.  

Обозначим ).1Q()P()( z,,xz,y,xz,y,xS  

Покажем, что 0.)( z,y,xS   

Предикат )( z,y,xS  может принять значение 1 лишь на таком 
наборе ),( c,b,a  при котором 1)( c,b,aP  и ( ,1, ) 0,Q a c  т. е.  

cba 2  кратно 4 и 51 ca  — нечѐтное число.  
Запишем эти высказывания в равносильной форме:  

1251
42

nca
mcba

, где .Zn,m  

Но тогда, складывая уравнения этой системы, получим:  
2 2 6 4 2 1,a b m n  или 4 2 2 2 7,m n a b  откуда 

.banm 7)2(2  В левой части этого равенства стоит чѐтное 
число, а в правой — нечѐтное. Значит, ни при каких значениях 
переменных z,y,x  предикат )( z,y,xS  не может принимать зна-
чения 1, следовательно, 0.)1Q()()( z,,xz,y,xPz,y,xS  

 

Задание 4.1.2 
Выяснить местность и тип предиката, каждый аргумент кото-

рого принимает значения из множества .M  
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Таблица 4.1.2 

№ M  P   № M  P  

1 Z  )2( zyxx   16 R  )3( 2 zyxyxxy  

2 R  )( xzxyyx   17 Z  )2( 2zxxyyx  

3 N  )( yzxyzyx   18 N  )2( yzyxy  

4 R  )( xxyzz   19 Z  )5( zyxyx  

5 N  )( 2yzxyx   20 R   z>xxy-yx )02( 2  

6 Z  )( yxzyx   21 Z  )( xzxyzx  

7 R  )2( zyyxxy   22 N  )0( zxxyxy  

8 N  )02( |xyz|xx   23 R  )2( 2 xyzxyz  

9 R  ))(2( 222 yxzxyx   24 Z  )( yxzzy  

10 Z  )( 3 xyzzyxyx   25 R  )0( 2 zyxzzx  

11 R  )73( 2 yzxx   26 N  )4( xzyx  

12 N  )( 2yxzyx   27 Z  )0( 2 yzxzy  

13 R  )0( yzyxzx   28 R  )0( xyzyxy  

14 Z  )2( yxzyy   29 N  )( 3xyzzx  

15 N  )( 22 zxyxx   30 Z  )1( yxxzx  

 
Пример решения задания 4.1.2 

Выяснить местность и тип предиката ),( 2xzyP yx  ка-
ждый аргумент которого принимает значения из множества .Z  

Из определения операции навешивания кванторов следует, что 
предикат P  зависит от переменной .z  
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Так как предикат 10y  не является выполнимым, следова-
тельно, высказывание )10(yy  ложно. Значит, предикат 

)0( xyy  не является тождественно истинным предикатом от-

носительно ,x  следовательно, высказывание )0( xyyx  лож-
но, то есть .P 0)0(  

Для произвольного 0x  предикат относительно y  2
01 xy  

выполним (при 2
0xy ), значит, высказывание )1( 2

0xyy  ис-

тинно. Следовательно, в виду произвольности 0 ,x  имеем, что 

предикат )1( 2xyy  — тождественно-истинный. Но тогда вы-

сказывание )1( 2xyyx  истинно, то есть .P 1)1(  

Так как (0) 0,P  а (1) 1,P  )(zP  — выполнимый предикат. 
 

Задание 4.1.3 
Найти значение высказывания , полученного из трѐхместно-

го предиката, определѐнного на множестве .M   

Таблица 4.1.3 

№ M  P   № M  P  

1 Z  )2( zyxx   8 N  2( | | 0 )x x xyz  

2 R  )( xzxyyx   9 R  ))(2( 222 yxzxyx  

3 N  )( yzxyzyx   10 Z  )( 3 xyzzyxyx  

4 R  )( xxyzz   11 R  2( 3 7 )x x yz  

5 N  )( 2yzxyx   12 N  )( 2yxzyx  

6 Z  )( yxzyx   13 R  )0( yzyxzx  

7 R  )2( zyyxxy   14 Z  )2( yxzyy  
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Таблица 4.1.3 (окончание) 

№ M  P   № M  P  

15 N  )( 22 zxyxx   23 R  )2( 2 xyzxyz  

16 R  )3( 2 zyxyxxy   24 Z  )( yxzzy  

17 Z  )2( 2zxxyyx   25 R  )0( 2 zyxzzx  

18 N  )2( yzyxy   26 N  )4( xzyx  

19 Z  )5( zyxyx   27 Z  )0( 2 yzxzy  

20 R   z>xxy-yx )02( 2   28 R  )0( xyzyxy  

21 Z  )( xzxyzx   29 N  )( 3xyzzx  

22 N  )0( zxxyxy   30 Z  )1( yxxzx  

 
Пример решения задания 4.1.3 

Найти значение высказывания )( 4 yzxzxy , определѐн-

ного на множестве .R   
0)( 4 yzxzxy  

 предикат относительно y  )( 4 yzxzx  не выполним   
для произвольного 0y  высказывание 4

0( )x z x z y ложно   

 для произвольного 0y  предикат )( 0
4 yzxz  — не является 

тождественно-истинным относительно x   
для произвольного 0y  высказывание )1( 0

4
0 yzyz   

ложно 0)1( 4zz   предикат 14z  не является выпол-
нимым.  

А он действительно не является выполнимым, т. к. любое дейст-
вительное число в чѐтной степени не может быть меньше, чем –1. 

Итак, получено, что исходное высказывание ложно.  
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Задание 4.1.4 

Предикаты P  и Q определены на множестве }.{ c,b,a  
1. Найти предикат, равносильный предикату ,R  но не содер-

жащий кванторов. 
2. Выяснить, может ли предикат R  быть выполнимым, но не 

тождественно истинным. 

Таблица 4.1.4 

№ R   № R  

1 )()( z,yQy,xP yyx   16 )()( x,zQy,xP zyx  

2 )()( x,y,zQx,yP xyyx   17 )()( z,yQz,yP xyx  

3 )()( y,xQz,yP xyz   18 )()( z,xQy,xP zxy  

4 ( ( , ) ( , ))x y P x y Q y z   19 ))()(( z,yQz,xP zyx  

5 )()( z,yQy,xP zyx   20 )()( z,xQy,xP xzx  

6 )()( z,xQy,xPyx   21 )()( y,xQz,xP yxz  

7 )()( x,yQz,xP yxx   22 )()( z,yQy,xP zxx  

8 ( ( , ) ( , ))x y P x z Q y x   23 )()( z,xQy,xP zyx  

9 )()( z,xQx,yPyx   24 )()( y,xQz,xP yxz  

10 )()( z,xQz,xP zxz   25 )()( z,yQy,xP yyx  

11 )()( y,xQz,xP xyx   26 )()( z,yQy,xP yzx  

12 )()( z,xQy,xP xyx   27 )()( y,xQz,xP yxz  

13 )()( z,xQy,xP xxy   28 )()( z,xQz,yP xzy  

14 )()( z,xQy,xP xzx   29 )()( z,xQz,yP zyy  

15 )()( y,xQz,xP yxx   30 )()( z,yQz,yP zyx  
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Пример решения задания 4.1.4 

Решим задание 4.1.4 для предиката ).()( y,xQy,zP xzy  
По свойствам предикатов, определѐнных на конечных множе-

ствах, имеем:  
)()( y,xQy,zP xzy = 

= )()()( y,cPy,bPy,aP yyy

)( y,xQx
))()()(())()()(( c,bPb,bPa,bPc,aPb,aPa,aP   

)).Q()Q()(Q())()()(( c,yb,ya,yc,cPb,cPa,cP  

Пусть )( y,zP  — тождественно-ложный предикат. Тогда вы-
сказывание ложно, так как конъюнкция и дизъюнкция ложных 
высказываний ложна, и выражение: )()( y,xQy,zP xzy  рав-
носильно выражению ).( y,xQx  

Если положить 0)()()( c,aQb,aQa,aQ  и ( , ) 1,Q b a  то 
0;0)0(00)(aR  ....bR 1)(10)(   

Итак, предикат )(yR  может быть выполнимым, но не тожде-
ственно истинным.  

 

Задание 4.1.5 
1. Представить в приведѐнной форме предикат D  варианта №. 
2. Представить в предварѐнной нормальной форме предикат 

D  варианта № + 1. 

Таблица 4.1.5 

№ D  

1 )))(()( y,x(R|t,y,xQz,y,xP zyx  

2 )())()(( z,y,xPy,xTz,x,yR xyx  

3 ( ( , ) ( , )) | ( , )x y xT x y R x z P x y  
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Таблица 4.1.5 (продолжение) 

№ D  

4 )())()(( t,y,xTz,y,xR|t,z,yP yyx  

5 )())()(( z,y,xR|y,xPt,y,xT xyx  

6 )())()(( y,xTt,z,yRz,y,xP yxx  

7 )()()( y,xTz,y,xPt,y,xR zxy  

8 )())()(( y,xT|z,y,xR|t,z,xP zyx  

9 )())()(( z,yRt,y,xSz,y,xP xyx  

10 )())()(( z,yPy,xS|z,y,xR xyx  

11 )())()(( z,yT|t,y,xRz,y,xP yyx  

12 )()()( t,xRt,y,xTt,y,xP txzyx  

13 ( ( , ) | ( , , ) ) ( , )x x y x yP x y R x y z T x y  

14 )())()(( z,yPz,y,xTz,y,xR zxyx  

15 ))()(()( y,xT|z,t,xRy,x,zP zyx  

16 ( ( , ) ( , , )) ( , )x y zP x z R x y z T x z  

17 )())()(( z,yTz,y,xP|t,y,xR zyx  

18 )()()( x,yTx,zPx,tR xzxt  

19 )())()(( y,xTz,y,xQ|t,x,yP xyx  

20 )())()(( y,xR|t,xT|z,y,xP xyx  

21 )())()(( t,xRy,xTt,y,xP xyx  

22 )())()(( z,y,xQy,xT|t,y,xP xyx  
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Таблица 4.1.5 (окончание) 

№ D  

23 ( ( , , ) | ( , , ) ) ( , )x y xP x y z T x y t R x z  

24 )())()(( z,xTz,y,xQz,y,xP xyyx  

25 )())()(( z,y,xS|t,y,xQz,y,xP yyx  

26 ))()(()( y,x,zPt,z,yQz,y,xR zxx  

27 ))()(()( y,z,xT|t,y,xRz,y,xP zxzy  

28 )()()( x,y,tRt,y,zQx,y,zP zyx  

29 )()()( t,y,xQt,z,yTt,y,xP zyyx  

30 ))()(()( y,xR|t,y,xQy,z,xP zxx  

 
Пример решения задания 4.1.5 

1. Представить в приведѐнной форме предикат  
)()( z,yRz,y,xPxz . 

Воспользуемся формулой .bababa  

)()( z,yRz,y,xPxz  

).()()()( z,yRz,y,xPz,yRz,y,xP xzxz  

Воспользуемся теоремами об отрицании кванторов. Получим: 
( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ).z x z xP x y z R y z P x y z R y z  Так как кроме 

кванторов, символов конъюнкции, дизъюнкции и отрицания  
в формуле не используются другие символы предикатных опера-
ций, а отрицание относится лишь к предикатным буквам, приве-
дѐнная форма получена. 

2. Представить в предварѐнной нормальной форме предикат 
).()()( z,xTz,y,xRz,y,xP yxx   

Воспользуемся формулами ,a b a b  baba  и .aa  
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Получим:    )()()( z,xTz,y,xRz,y,xP yxx   

)()()( z,xTz,y,xRz,y,xP yxx   

( ( , , ) ( , , )) ( , )x x yP x y z R x y z T x z  

.z,xTz,y,xRz,y,xP yxx )())()((  

Переобозначим переменные: 

1 2 11 2 1( ( , , ) ( , , )) ( , )x x yP x y z R x y z T x z  

.z,xTz,y,xRz,y,xP yxx )())()(( 121 121
 

Теперь можно вынести все кванторы в начало формулы: 

1 2 1 21 2 1(( ( , , ) ( , , )) ( , )).x x y xP x y z R x y z T x z  

Предварѐнная нормальная форма получена. 
    
Задание 4.1.6 
1. Записать с помощью кванторов высказывание .  
2. Составить высказывание ―не ‖.  
3. Привести пример доказательства на основании высказыва-

ния ―не ‖. 
Таблица 4.1.6 

№   

1 функция )(xf  непрерывна на ),( ba   

2 числовая последовательность }{ na  имеет пределом  

3 функция )(xf  равномерно непрерывна на ),( ba   

4 функция )(xf  дифференцируема в точке 0x  

5 функция )(xf  ограничена на R  

6 векторы линейного векторного пространства линейно зависимы  

7 функция )(xf  непрерывна в точке 0x  
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Таблица 4.1.6 (окончание) 

№   

8 числовой ряд с общим членом na  сходится к сумме S  

9 
функциональная последовательность )(xfn  сходится поточечно к )(xf  
на ),( ba   

10 
функциональная последовательность )(xfn  сходится равномерно к 

)(xf  на ),( ba   

11 функция )(xf  стремится к  при x  

12 числовая последовательность }{ na ограничена сверху 

13 функция )(xf  монотонна на ],[ ba   

14 точка 0x  является точкой минимума функции )(xf   

15 бинарное отношение  является связным 

16 числовая последовательность }{ na  фундаментальна 

17 функция )(xf  непрерывна хотя бы в одной точке интервала ),( ba   

18 функция )(xf  стремится к числу a  при x  

19 функция достигает наибольшего значения на отрезке в точке 0x  

20 бинарное отношение  является антисимметричным  

21 функция )(xf разрывна хотя бы в одной точке интервала ),( ba   

22 функция )(xf имеет в точке 0x  конечный скачок 

23 булева функция )( 21 nx,...,x,xf  монотонна и сохраняет 0 

24 множество A  является собственным подмножеством B  

25 
булева функция )( 21 nx,...,x,xf  является двойственной к функции 

)( 21 nx,...,x,xg  

26 функция )(xf имеет на отрезке ],[ ba конечное число точек разрыва 

27 число Xsup  является точной верхней гранью числового множества X  

28 функция )(xf имеет в точке 0x  бесконечный скачок 

29 график R  является композицией графиков P  и Q  

30 множества A  и B  находятся в общем положении 
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Пример решения задания 4.1.6 

Решим задание 4.1.6 для высказывания : числовая последова-
тельность }{ na является бесконечно малой. 

1. Запишем данное определение  с помощью кванторов, 
представив предикатную формулу в предварѐнной нормальной 
форме:  

))(0( |a|Nn nnN . 

2. Возьмѐм отрицание от этого определения, применив фор-
мулу ,a b a b  а также теоремы об отрицании кванторов: 

))(0( |a|Nn nnN  

))(0( |a|Nn nnN  

))(0( |a|Nn nnN  

))(0( |a|Nn nnN   

)0( |a|Nn nnN  

)0( |a|Nn nnN  

.|a|Nn nnN )0(  

Отрицание от  получено, то есть получено определение того, 
что числовая последовательность }{ na не является бесконечно 
малой. 

3. Докажем на основании полученного определения, что чи-
словая последовательность с общим членом n 2( 1)na n  не 
является бесконечно малой.  

Действительно, существует = 0,5, причѐм для любого N  
найдѐтся .Nn 1  Очевидно, .Nn   

Тогда n 2 2| | | ( 1) | 0,5.na n n   
Доказательство закончено. 
 



 

 

Глава 5 
 
Комбинаторика 
  

5.1. Сочетания, размещения,  
 перестановки  
 

Пусть имеется n  предметов, отмеченных числами .n,...,,21  
Из этих предметов выбираем один, записываем число, на нѐм 
изображѐнное, а сам предмет либо возвращаем назад (в этом слу-
чае говорят о выборе с возвращением), либо он убирается  
и больше не может быть выбран (в этом случае говорят о выборе 
без возвращения). Повторяем эту процедуру k  раз.  

Запись, полученная в результате всех действий, называется 
выборкой из n  элементов по .k   

Запись, полученная по схеме выбора с возвращением, называ-
ется выборкой с повторениями, а запись, полученная по схеме 
выбора без возвращений, называется выборкой без повторений.  

Если две выборки, отличающиеся только порядком записи 
символов, считают различными, то говорят о размещении из n  
элементов по .k  

Если две выборки, отличающиеся только порядком записи 
символов, считают совпадающими, то говорят о сочетании из n  
элементов по .k  

Через 
k
nA  обозначают число различных размещений с повто-

рениями из n  элементов по .k   

kk
n nA  
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Через k
nA  обозначают число различных размещений без по-

вторений из n  элементов по .k   

)!(
!
kn

nAk
n  

Через k
nC  обозначают число различных сочетаний без повто-

рений из n  элементов по .k   

)!(!
!

knk
nC k

n  

Через 
k
nC  обозначают число различных сочетаний с повторе-

ниями из n  элементов по .k   

k
kn

k
n CC 1  

Размещение из n  элементов по n  называется перестановкой 
n  элементов. Число различных перестановок n  элементов обо-
значают .Pn   

!nPn  

 Пусть имеется 1k  элементов 1-го типа, 2k  элементов 2-го ти-
па,..., mk  элементов m -го типа, причѐм элементы одного типа 
считаем неразличимыми. Тогда мы будем говорить, что у нас 
имеются перестановки с повторениями, и количество таких пе-
рестановок выражается числом.  

!!!
)!()(

21

21
21

m

m
m k...kk

k...kkk,...,k,kP  

 
 

Задание 5.1.1 
Сколькими способами из колоды карт в 36 листов можно вы-

брать неупорядоченный набор из 5 карт так, чтобы в этом наборе 
было бы точно: 
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Таблица 5.1.1 

№ Условия 
1  1 король, 2 дамы, 1 пиковая карта 

2  1 крестовая карта, 2 дамы, нет червей 

3  хотя бы 4 крестовые карты, 1 туз 

4  3 дамы, 2 крестовые карты 

5  1 бубновая карта, 2 крестовых, 1 дама 

6  2 бубновые, 2 крестовые карты, 1 туз 

7   по крайней мере 4 пиковые карты, 1 дама 

8  2 карты чѐрной масти, 2 дамы 

9  1 туз, 1 валет, 1 карта красной масти 

10  3 туза, 3 карты чѐрной масти 

11  1 дама, 1 карта пик, 2 крестовых карты 

12  2 дамы, 2 туза, 1 карта пиковой масти 

13  дама и король одной масти, 1 пиковая карта 

14  1 король, 2 дамы, 1 карта красной масти 

15  не меньше 4 красных карт, 2 туза 

16  2 чѐрных карты, 1 карта червей, 1 туз 

17  3 короля, 2 бубновых карты 

18  1 король, 1 дама, 1 крестовая карта 

19  2 крестовых карты, 1 бубновая, 1 дама 

20  1 бубновая карта, 2 дамы, нет червей 

21  3 бубновых карты, 2 дамы, 1 валет 

22  2 туза, не меньше 3 пиковых карт 

23  2 карты красной масти, 3 туза 

24  2 дамы, 1 бубновая карта, 1 пиковая карта  

25  1 валет, нет дам, 3 чѐрные карты 

26  2 туза, по крайней мере 4 красные карты 

27  валет и дама чѐрной масти, не более 1 туза 

28  1 туз, 3 дамы, не больше 2 карт красной масти 

29  2 крестовые карты, хотя бы 2 туза 

30  2 дамы, 1 король, нет червей 
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Пример решения задания 5.1.1  

Сколькими способами из колоды карт в 36 листов можно вы-
брать неупорядоченный набор из 5 карт так, чтобы в этом на-
боре было бы точно два туза, одна дама, одна бубновая карта. 

Рассмотрим случаи:  
1. Среди пяти выбранных карт есть бубновая дама. 
Бубновую даму можно выбрать единственным способом, два 

туза будут выбираться из трѐх, т. к. бубновый туз не может быть 
выбран, и число способов выбора двух тузов равно 2

3 3,C  к вы-
бранным трѐм картам надо добавить до пяти ещѐ две карты так, 
чтобы они не были дамами, тузами и бубновыми картами. 

Таких карт в колоде 21 штука. Число неупорядоченных выбо-

рок из 21 по 2 без повторений равно 2
21

21! 21 20 210.
2!19! 2

C  

По правилу произведения, число способов выбора 5 карт, среди 
которых есть бубновая дама, равно 1 . 3 . 210 = 630.  

2. Среди пяти выбранных карт есть бубновый туз.  
Бубнового туза можно выбрать единственным способом, вто-

рого туза к нему можно добавить тремя способами, выберем лю-
бую даму из трѐх, т. к. бубновую даму выбирать не имеем права, 
этот выбор может быть сделан тремя способами, к выбранным 
трѐм картам надо добавить до пяти ещѐ две карты так, чтобы они 
не были дамами, тузами и бубновыми картами. Число способов 
выбора этих двух карт, как уже рассматривалось раньше, равно 
210. По правилу произведения, число способов выбора 5 карт, 
среди которых есть бубновый туз, равно 1 . 3 . 3 . 210 = 1890. 

3. Среди пяти выбранных карт нет бубнового туза и бубновой 
дамы.  

Выбираем одну даму из трѐх (три способа), два туза из трѐх 
( 32

3C способа), одну бубновую карту, не являющуюся тузом 
или дамой (семь способов) и одну карту, не являющуюся тузом, 
дамой или бубновой картой (21 способ). Число комбинаций рав-
но 3 . 3 . 7 . 21 = 1323.  



Комбинаторика 215 

Общее число способов выбора 5 карт, удовлетворяющих  
требованиям задачи, по правилу суммы, составит 630 + 1890 +  
+ 1323 = 3843.  

Ответ: 3843 способа.  
 

Задание 5.1.2 
Сколько различных слов можно получить перестановкой букв 

слова   

Таблица 5.1.2 

№  Условие 

1 атаман согласные идут в алфавитном порядке, но буквы ―а‖ 

не стоят рядом 

2  ворон две буквы ―о‖ не стоят рядом 

3  интернирование согласные и гласные чередуются, гласные идут в 
алфавитном порядке 

4  взбрыкнул между двумя гласными находятся 3 согласные 

5  пастух между двумя гласными расположены 2 согласные 

6  околоток ровно 3 буквы ―о‖ не идут подряд 

7  криминал пятое и седьмое места заняты согласными 

8  переходим согласные и гласные чередуются 

9  перешеек четыре буквы ―е‖ не идут подряд 

10  диктатура как гласные, так и согласные идут в алфавитном по-
рядке 

11  катастрофа не меняется порядок согласных букв 

12  танкетка запрещено буквосочетание ―ант‖ 

13  комитет гласные не стоят рядом и разделяются буквами ―т‖ 

14  парламент согласные идут в алфавитном порядке, гласные —  
в порядке, обратном алфавитному 

15  диссидент гласные чередуются с парами согласных 

16  полумера не встречается буквосочетание ―мурло‖ 
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Таблица 5.1.2 (окончание) 

№  Условие 

17  министр нельзя сказать, что согласные идут в алфавитном 
порядке 

18  передел в начале и в конце слова стоит согласная буква 

19  приватизация чередуются пары гласных и согласных букв 

20  салага буква ―а‖ идѐт непосредственно после ―с‖ 

21  президент согласные идут в алфавитном порядке 

22  кишмиш одинаковые буквы не идут друг за другом 

23  полномочия  никакие гласные не стоят рядом 

24  логарифм второе, четвѐртое и шестое места заняты согласными 

25  ультиматум между буквами ―т‖ стоят все гласные и только они 

26  переворот не больше одной пары одинаковых букв стоят рядом 

27  капитуляция слово начинается с буквы ―а‖, чередуются гласные и 
согласные буквы 

28  легитимность  не присутствуют буквосочетания ―гимн‖ и ―тост‖ 

29  белиберда между буквами ―б‖ стоит блок из четырѐх гласных 

30  коммунизм не встречается сочетание букв ―муки‖ 

 
Пример решения задания 5.1.2  

Сколько различных слов можно получить перестановкой букв 
слова огород так, чтобы три буквы “о” не стояли бы рядом? 

Общее количество различных слов, полученных перестанов-
кой букв слова огород, равно  

120456
!3
!6

!1!1!1!3
)!1113()1,1,1,3(P . 

Если в каком-то слове все три буквы ―о‖ стоят рядом, то трой-
ную ―о‖ можно считать единым символом, и количество слов,  
в которых три буквы ―о‖ стоят рядом, равно Р(4) = 4! = 24.  

В итоге получаем: 120 – 24 = 96.  
Ответ: 96 слов. 
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5.2. Бином Ньютона  
           и полиномиальная формула 

Некоторые свойства биномиальных коэффициентов: 
1) 0 1 11; ;n n

n n n nC C C C n   
2) k n k

n nC C  — свойство симметричности; 
3) 1

1 1
k k k
n n nC C C  — свойство арифметического треугольни-

ка; 

4) 
0 1 2

0 1 2

... 2

... ( 1) 0

n n
n n n n

n n
n n n n

C C C C

C C C C
 

 Справедлива формула бинома Ньютона:  

kknk
n

n

k
n xaCxa

0
)( . 

 Справедлива также полиномиальная формула: 

1 2

1 0 0
1

1 2 1 2 1 2,...,
...

( ... ) ( , ,..., ) ... .m

m
m

n
kk kn

m m mk N k N
k k n

x x x P k k k x x x  

!!!
)!()(

21

21
21

m

m
m k...kk

k...kkk,...,k,kP  — полиномиальные коэф-

фициенты.  

Задание 5.2.1 

Найти наибольший член разложения бинома ( ) .na b  

Таблица 5.2.1 

№ a  b  n    № a  b  n    № a  b  n  

1 5  3 17  3 5  2 13  5 7  3 15 

2 3  10 17  4 3 6  12  6 3 01  19 

— свойства сумм. 
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Таблица 5.2.1 (окончание) 

№ a  b  n    № a  b  n    № a  b  n  

7 11  4 14  15 5  3 10  23 3  1,9 18 

8 3 12  13  16 2,2 7  13  24 2,8 6  17 

9 8  3 12  17 6  2,5 11  25 7  2,5 16 

10 4 32  11  18 3,5 11  10  26 2,3 8  20 

11 13  3 13  19 01  3,3 13  27 7  2,7 18 

12 4 13  10  20 3,2 8  9  28 3,5 13  15 

13 7  2,5 21  21 01  2,8 15  29 5  2,3 17 

14 3 3  18  22 2,8 7  19  30 3,2 01  20 

 
 
 

Пример решения задания 5.2.1  

Найти наибольший член разложения бинома .100)31(  
 Пусть kT  — наибольший член разложения бинома  

100(1 3) ,  .CT kkk
k )3(1100

100  Тогда 1kk TT  и .TT kk 1  

Получаем систему неравенств: 
1 1

100 100

1 1
100 100

( 3) ( 3)

( 3) ( 3) ,

k k k k

k k k k

C C

C C
 

или       
1

1

100! 100!( 3) ( 3)
!(100 )! ( 1)!(101 )!

100! 100!( 3) ( 3) .
!(100 )! ( 1)!(99 )!

k k

k k

k k k k

k k k k
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 После сокращений имеем: 

3 1
101

1 3
100 1

k k

k k

, или 

3)100(1

3)101(

kk

kk
, откуда 

(1 3) 101 3

(1 3) 100 3 1

k

k
, получаем 

двойное неравенство для :k  
100 3 1 101 3

1 3 1 3
k . Подставляя 

приближѐнное значение 73213 , , получим: .,k, 646413563   
 Единственное целое значение ,k  удовлетворяющее этому 

двойному неравенству, равно 64.  
Следовательно, наибольший член разложения бинома имеет 

номер ,k  равный 64 и 32646410064
10064 3

36!64!
100!)3(1CT .  

Ответ: 323
36!64!

100! . 

Задание 5.2.2 
Из данной пропорции найти х и у. 

Таблица 5.2.2 

№ Пропорция  № Пропорция 

1 2:4:5:: 1
11

1
1

y
x

y
x

y
x CCC   6 6:14:21:: 11 y

x
y
x

y
x CCC  

2 2:3:3:: 11 y
x

y
x

y
x CCC   7 5:5:3:: 12 y

x
y
x

y
x CCC  

3 20:35:42:: 12 y
x

y
x

y
x CCC   8 5:4:2:: 1

1
1

2
1

y
x

y
x

y
x CCC  

4 3:4:3:: 1
1
1

2
1

y
x

y
x

y
x CCC   9 3:3:2:: 1

11
1
1

y
x

y
x

y
x CCC  

5 4:5:4:: 1
11

1
1

y
x

y
x

y
x CCC   10 3:8:14:: 11 y

x
y
x

y
x CCC  
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Таблица 5.2.2 (окончание) 

№ Пропорция  № Пропорция 

11 1:3:5:: 12 y
x

y
x

y
x CCC   21 1:5:15:: 1

11
1
1

y
x

y
x

y
x CCC  

12 5:6:5:: 1
1
1

2
1

y
x

y
x

y
x CCC   22 28:24:15:: 11 y

x
y
x

y
x CCC  

13 2:7:14:: 1
11

1
1

y
x

y
x

y
x CCC   23 5:7:7: 12 y

x
y
x

y
x C:CC  

14 21:14:6:: 11 y
x

y
x

y
x CCC   24 6:7:6:: 1

1
1

2
1

y
x

y
x

y
x CCC  

15 2:9:24:: 12 y
x

y
x

y
x CCC   25 3:5:5:: 1

11
1
1

y
x

y
x

y
x CCC  

16 3:12:28:: 1
1
1

2
1

y
x

y
x

y
x CCC   26 21:7:1:: 11 y

x
y
x

y
x CCC  

17 1:3:6:: 1
11

1
1

y
x

y
x

y
x CCC   27 20:35:42:: 12 y

x
y
x

y
x CCC  

18 20:45:72:: 11 y
x

y
x

y
x CCC   28 6:20:45:: 1

1
1

2
1

y
x

y
x

y
x CCC  

19 5:10:14:: 12 y
x

y
x

y
x CCC   29 6:22:55:: 1

11
1
1

y
x

y
x

y
x CCC  

20 15:24:28: 1
1
1

2
1

y
x

y
x

y
x C:CC   30 3:4:3:: 11 y

x
y
x

y
x CCC  

 
 

Пример решения задания 5.2.2  

Из данной пропорции 1:2:2:: 11 y
x

y
x

y
x CCC  най- 

ти x  и .y  

Записав отдельно отношение первого члена пропорции ко 
второму и второго к третьему, после сокращения получим: 

;
1)!(!

!:
1)!(1)!(

!
y

yx
yxy

x
yxy

x  

1! !:
!( )! ( 1)!( 1)!

x yx x .
y x y y x y y
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В силу условия задачи мы приходим к системе: 
1

1
1 2.

x y
y
x y

y

 

Решив еѐ, получим: 5, 2.x y   

Ответ: 
5
2.

x
y

 

 

Задание 5.2.3 
Вычислить данные суммы. 

Таблица 5.2.3 

№  Сумма 

1  n
nnnn nC...CCC 321 32  

2  n
nnnn Cn...CCC )23(1074 432  

3  n
nnnn Cn...CCC )1(32 432  

4  1210 )12(53 n
nnnn Cn...CCC  

5  n
n

n
nnn Cn...CCC )1()1(432 321  

6  n
n

n
nnn nC...CCC 1321 )1(32  

7  1321 )12(753 n
nnnn Cn...CCC  

8  n
nnnn Cn...CCC )35(1272 321  

9  n
nnnn Cn...CCC 1

3
1

2
1

1
1 )14(1173  

10  2210 )13(1185 n
nnnn Cn...CCC  

11  1
1

3
1

2
1

1
1 )1(32 n

nnnn Cn...CCC  
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Таблица 5.2.3 (окончание) 

№  Сумма 

12  1
1

4
1

3
1

2
1 32 n

nnnn nC...CCC  

13  1
1

12
1

1
1

0
1 )1(32 n

n
n

nnn nC...CCC  

14  n
n

n
nnn Cn...CCC )32()1(53 432  

15  n
nnnn Cn...CCC )34(95 321  

16  1
1

4
1

3
1

2
1 )13(1074 n

nnnn Cn...CCC  

17  1 2 3 1
1 1 1 13 5 7 ... (2 3) n

n n n nC C C n C  

18  1
1

3
1

2
1

1
1 )1()1(32 n

n
n

nnn Cn...CCC  

19  1
1

2
1

1
1

0
1 )23(1185 n

nnnn Cn...CCC  

20  1
1

14
1

3
1

2
1 )12()1(53 n

n
n

nnn Cn...CCC  

21  1
1

4
1

3
1

2
1 )1(432 n

nnnn Cn...CCC  

22  1
1

3
1

2
1

1
1 )85(1272 n

nnnn Cn...CCC  

23  1
1

4
1

3
1

2
1 )2(32 n

nnnn Cn...CCC  

24  1
1

4
1

3
1

2
1 )2()1(543 n

n
n

nnn Cn...CCC  

25  n
n

n
nnn Cn...CCC )23()1(1074 432  

26  1
1

4
1

3
1

2
1 )14(1395 n

nnnn Cn...CCC  

27  n
n

n
nnn Cn...CCC )14()1(1173 1321  

28  n
n

n
nnn Cn...CCC )1()1(32 432  

29  1432 )1(432 n
nnnn Cn...CCC  

30  n
nnnn Cn...CCC )85(1272 432  
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Пример 1 решения задания 5.2.3  

Вычислить сумму  
2
2

3
2

2
2

1
2 )32(53 n

nnnn Cn...CCC  ).1(n  

Обозначим искомую сумму через .S  Тогда  
0 1 2 3 2

2 2 2 2 21 1 3 5 ... (2 3) n
n n n n nS C C C C n C .     (*) 

Учитывая свойство ,k n k
n nC С  можем переписать (*) в виде: 
0 1 1 2

2 2 2 21 (2 3) (2 1) ... n n
n n n nS n C n C C C .     (**) 

Cложив равенства (*) и (**), получим: 

,)22()22(...)22(

)22(22
2
2

1
2

1
2

0
2

n
n

n
nn

n

CnCnCn

CnS
 

откуда         ).)(22()1(2 2
2

1
2

0
2

n
nnn C...CCnS  Разделим 

обе части равенства на 2 и используем свойство 
.C...CC mm

mmm 210  Получим: 21 ( 1) 2 ,nS n  откуда 

.nS n 12)1( 2    

Ответ: .n n 12)1( 2  
 
Пример 2 решения задания 5.2.3  

Вычислить сумму  
2
2

3
2

2
2

1
2 )32()1(53 n

n
n

nnn Cn...CCC  ).1(n  

Обозначим искомую сумму через .S  Тогда 

.Cn...CCCCS n
n

n
nnnn

2
2

3
2

2
2

1
2

0
2 )32()1(531   

Можно считать, что 1 '(1),S f  где 

.)32()1(...5

3)('

222
2

43
2

22
2

1
22

0
2

nn
n

n
n

nn
n

xCnxC

xCC
x

Cxf
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Тогда одна из первообразных для )(x'f  будет иметь вид:  
0

1 2 3 3 5 2 2 32
2 2 2 2( ) ... ( 1) ,n n nn

n n n n
C

f x C x C x C x C x
x

  

или 422
2

242
2

21
2

0
2 )1(1)( nn

n
n

nnn xC...xCxCC
x

xf . 

Свернув сумму по формуле бинома Ньютона, получим:  

.
x

xxf
n 22)1()(  

Тогда .
x

xnxxx'f
n

2

2212 )132()1()(   

Если ,1n  
2

2

1'( ) ,xf x
x

 .f 2)1(   

Если ,1n  .
x

xnxxx'f
x

n
0)132()1()(

1
2

2212
  

Учитывая, что ,'fS 1)1(  получаем ответ. 
Ответ: если ,1n  то 1,S  если ,1n  то .S 1  

Задание 5.2.4 

Найти коэффициент при kx  в разложении данного выраже- 
ния P  по полиномиальной формуле, полученный после раскры-
тия скобок и приведения подобных членов. 

Таблица 5.2.4 

№ k  P    № k  P  

1 23 1332 )2( xx   4 130 2657 )2( xx  

2 96 17106 )1( xx   5 66 2237 )3( xx  

3 80 1468 )4( xx   6 48 2527 )1( xx  
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Таблица 5.2.4 (окончание) 

№ k  P    № k  P  

7 114 20614 )3( xx   19 60 15414 )1( xx  

8 30 1627 )3( xx   20 9 103)5( xx  

9 18 926 )2( xx   21 44 11410 )2( xx  

10 22 1252 )3( xx   22 27 993 )3( xx  

11 112 28418 )4( xx   23 56 2992 )2( xx  

12 46 1464 )1( xx   24 68 18410 )1( xx  

13 48 1635 )3( xx   25 60 1674 )2( xx  

14 40 1343 )3( xx   26 17 4 14(7 )x x  

15 132 23146 )2( xx   27 150 3275 )2( xx  

16 34 1752 )4( xx   28 120 15814 3) ( xx  

17 96 24144 )1( xx   29 34 1582 2)( xx  

18 57 1973 )2( xx   30 300 311410 )3( xx  

 
 

Пример решения задания 5.2.4 

Найти коэффициент при 30x  в разложении выражения 
1952 )3( xx  по полиномиальной формуле, полученный после рас-

крытия скобок и приведения подобных членов. 
 Общий член разложения по полиномиальной формуле имеет 

вид: ),()()(3 52 k,n,mPxx knm  3:3:2:: 1
11

1
1

y
x

y
x

y
x CCC .  

Для отыскания всех случаев, в которых возникает 30 ,x  решаем 
в целых неотрицательных числах уравнение .kn 3052  
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 Выразим :k  .nk
5
26  Видно, что k  принимает целые зна-

чения, если n  кратно 5. Выпишем все такие случаи: 
;60 kn  ;45 kn  
;210 kn  .015 kn  

Для каждой найденной пары значений ,n k значение m  нахо-
дим из уравнения .knm 19  Получим 4 набора :);;( knm   

(13;0;6), (10;5;4), (7;10;2), (4;15;0). 
Слагаемые, содержащие 30 ,x  таковы:  

);6013()()(3 650213 ,,Pxx      );4510()()(3 455210 ,,Pxx   

);2107()()(3 251027 ,,Pxx   ).0154()()(3 051524 ,,Pxx  

В итоге, коэффициент при 30x  имеет вид:  

.
4!15!0!

3
7!10!2!

3
10!5!4!

3
13!0!6!

319!
471013

 

Ответ: .
4!15!0!

3
7!10!2!

3
10!5!4!

3
13!0!6!

319!
471013

 

5.3.  Формула включений  
            и исключений 

Пусть имеется  N   предметов, которые могут обладать свой-
ствами .,...,, n21  Обозначим через )( 21 k,...,,N  количес-
тво предметов, обладающих набором свойств 1 2, ,..., ,k  а че-
рез )ααα( 21 k,...,,N  — количество предметов, не обладающих ни 
одним из свойств 1 2, ,..., k . Тогда справедлива формула вклю-
чений и исключений:  

),()()()()ααα( 212121 NN...NNN,...,,N nn  

).,...,,()1( ),,( ),(),( 21321n131 n
n

n N...NN...N  
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Количество перестановок n  различных предметов, при кото-
рых ни один предмет не стоит на своѐм первоначальном месте, 
выражается числом n

n
n

nnn C...nCnCnD )1( )!2( )!1( ! 21  

или 
!

1)1(
!3

1
!2

1
!1

11!
n

...nD n
n . 

Количество перестановок n  различных предметов, при кото-
рых ровно k  предметов стоят на своих первоначальных местах, 
выражается числом .DCD kn

k
nk,n  

Задание 5.3.1 
Сколько натуральных чисел от 1 до 10000 не делится ни на , 

ни на , ни на , ни на ? 

Таблица 5.3.1 

№       №       №     

1 4 5 6 7  11 7 9 5 3  21 2 5 4 13 

2 2 3 4 5  12 8 5 2 9  22 2 8 5 13 

3 3 4 5 8  13 3 8 16 7  23 11 7 9 3 

4 6 7 3 2  14 13 9 5 3  24 3 6 5 4 

5 5 8 9 4  15 3 5 6 13  25 4 8 19 3 

6 3 4 5 6  16 11 8 3 2  26 19 5 10 2 

7 2 4 5 7  17 17 2 3 4  27 5 6 7 8 

8 3 7 6 11  18 2 5 4 17  28 11 3 9 5 

9 11 3 9 10  19 3 4 6 17  29 12 3 5 19 

10 11 8 5 4  20 13 2 3 4  30 23 2 8 7 

 

Пример решения задания 5.3.1  

Сколько натуральных чисел от 1 до 10000 не делится ни на , 
ни на , ни на , ни на ? 
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Очевидно, что если число не делится на 2, то оно и подавно не 
будет делиться на 4. Поэтому число 4 в условии можно просто 
опустить.  

Заметим, что на 2 делится каждое второе натуральное число, 
на 5 — каждое пятое, на 9 — каждое девятое, на 2 и на 5 — каж-
дое 10-е и т. д. Воспользуемся формулой включений и исключе-
ний, обозначив искомое число через ,M  а через ][a  будем обо-
значать целую часть числа .a  Получим: 

18
10000

10
10000

9
10000

5
10000

2
1000010000M  

90
10000

45
10000 = 10000 – 5000 – 2000 – 1111 + 1000 + 555 + 

+ 222 – 111 = 3555.  
Ответ: 3555 чисел. 
       

Задание 5.3.2 
Подсчитать количество различных перестановок цифр дан-

ного числа , при которых никакие n  одинаковых цифр не идут 
друг за другом. 

Таблица 5.3.2 

№ n     № n     № n   

1 3 4244522   11 2  5612651  21 2 4954512 

2 2 6858757  12 2 7434276  22 3 37665363 

3 2 1249248  13 3 23992921  23 2 42535234 

4 3 32331252  14 2 78974894  24 3 17721212 

5 2 46749679  15 3 13341134  25 2 534354 

6 3 53233252  16 2 565262  26 2 52566314  

7 2 383448   17 2 49129258  27 2 134534 

8 2 78959681  18 2 352366   28 3  9395339 

9 2 443536  19 3 1887181  29 2  3744753 

10 3 3884383  20 2 6556373  30 2 825824 
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Пример решения задания 5.3.2  

Подсчитать количество различных перестановок цифр числа 
, при которых никакие 2 одинаковые цифры не идут друг 

за другом.  
Общее количество различных перестановок цифр числа 

123132 равно 90.
8

720
2!2!2!

6!)222( ,,P  

Если две какие-то одинаковые цифры стоят рядом, мы можем 
считать эту двойную цифру единым символом. Тогда количество 
перестановок, содержащих этот символ, равно  

30.
4

120
2!2!1!

5!)122( ,,P  

Заметим, что количество таких случаев равно 1
3 3.C   

Аналогично, количество перестановок, в которых присутст-

вуют пара двойных символов, равно 4! 24(2,1,1) 12,
2!1!1! 2

P  

количество таких случаев равно 2
3 3,C  а общее число перестано-

вок, образованных парами одинаковых цифр, равно 
6.  !3)111( ,,P   

В итоге, применяя формулу включений и исключений, будем 
иметь: .30612330390  

Ответ: 30 перестановок. 
 

Задание 5.3.3 
Сколько существует перестановок n  различных предметов, 

при которых на своих первоначальных местах окажутся ровно k  
или ровно m  предметов? 

Таблица 5.3.3 

№ n  k  m    № n  k  m    № n  k  m  

1 9 7 3  3 7 3 4  5 9 6 4 

2 8 6 5  4 6 2 3  6 8 3 5 
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Таблица 5.3.3 (окончание) 

№ n  k  m    № n  k  m    № n  k  m  

7 7 3 5  15 7 4 2  23 7 2 6 

8 6 3 4  16 6 2 1  24 6 4 2 

9 9 5 3  17 9 5 2  25 9 3 5 

10 8 4 2  18 8 3 4  26 8 4 6 

11 7 2 3  19 7 1 3  27 7 5 2 

12 6 1 4  20 6 3 1  28 6 2 5 

13 9 4 2  21 9 3 4  29 9 6 3 

14 8 2 5  22 8 2 6  30 8 6 3 

 

Пример решения задания 5.3.3  

Сколько существует перестановок 9 различных предметов, 
при которых на своих первоначальных местах окажутся ровно 2 
или ровно 6 предметов? 

Количество различных перестановок девяти предметов, при 
которых на своих первоначальных местах окажутся ровно 2 пред-
мета, равно 9,2 ,D  а количество различных перестановок девяти 
предметов, при которых на своих первоначальных местах ока-
жутся ровно 6 предметов, равно .D ,69  Применяя правило суммы, 
а также формулу для вычисления , ,n kD  имеем:  

3
6
97

2
96,92,9 DCDCDD  

7!
1

6!
1

5!
1

4!
1

3!
1

2!
1

1!
117!

2!7!
9!  

66912.2
6!3!
9!1854

7!2!
9!

3!
1

2!
1

1!
113!

6!3!
9!  

Ответ: 66912 перестановок. 
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5.4. Задачи о распределениях 
Пусть имеется n  шаров, которые распределяются по k  ящи-

кам. Тогда количество способов распределения для различных 
случаев равно:  

1) шары различимы, ящики различимы, все ящики непусты: 

    ;)()1()(
1

0
ni

k
i

k

i
ikCk,n*U   

2) шары различимы, ящики различимы, допускаются пустые 
ящики:   

;)( nkk,nU  
3) шары различимы, ящики неразличимы, все ящики непусты: 

   ;
!

)()(
k

k,n*Uk,n*V   

4) шары различимы, ящики неразличимы, допускаются пустые  
ящики:   

);()(
1

i,n*Vk,nV
k

i
 

5) шары неразличимы, ящики различимы, все ящики непусты: 
    1

1),(* k
nCknT  ; 

6) шары неразличимы, ящики различимы, допускаются пустые 
ящики:    

;)( 1
1

k
knCk,nT  

7) шары неразличимы, ящики неразличимы, все ящики непусты: 
);()( k,knWk,n*W  

8) шары неразличимы, ящики неразличимы, допускаются пус-
тые ящики:    

).()(
1

i,n*Wk,nW
k

i
 

Последняя пара совместно рекурсивных формул позволяет 
сводить вычисления количества способов распределения при 
больших значениях n  и k  к меньшим значениям этих переменных.  
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Задание 5.4.1 
Сколькими способами можно распределить n  различных от-

крыток в k    
1) различных; 
2) неразличимых конвертов, если:  

а) все конверты непусты;  
б) допускаются пустые конверты. (Всего рассмотреть 4 случая.) 

Таблица 5.4.1 

№ n  k    № n  k    № n  k    № n  k    № n  k  

1 11 5  7 11 4  13 11 3  19 11 6  25 11 7 

2 10 5  8 10 4  14 10 3  20 10 6  26 10 7 

3 9 5  9 9 4  15 9 6  21 9 3  27 9 7 

4 8 5  10 8 4  16 8 6  22 8 3  28 8 7 

5 7 5  11 7 4  17 7 3  23 7 6  29 13 3 

6 12 4  12 12 6  18 12 3  24 12 7  30 12 5 

 
Пример решения задания 5.4.1  

Решить задачу 5.4.1 для .kn 4   ,6  
1а) Если конверты различимы, и все они должны быть непус-

ты, то число способов распределения равно  
;1560464672944096234)4,6( 3

4
62

4
61

4
60

4 CCCC*U  

1б) если конверты различимы и допускаются пустые конвер-
ты, то число способов распределения равно 4096;4)4,6( 6U  

2а) если конверты неразличимы и все они должны быть непус-
ты, то число способов распределения равно  

;65
24

1560
!4

)46()46( ,*U,*V  

2б) если конверты неразличимы и допускаются пустые кон-
верты, то число способов распределения равно 

)16()26()36()46()46( ,*V,*V,*V,*V,V  
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)16(
!2

)26(
!3

)36(65 ,*U,*U,*U  

0
1

1
2

60
2

62
3

61
3

60
3

2
2

6
12365 CCCCCC

.18713190651
2

264
6

3643729165  

Ответ: 1а) 1560; 1б) 4096; 2а) 65; 2б) 187. 
 

Задание 5.4.2 
Сколькими способами можно представить число n  в виде k   
а) неотрицательных 
б) положительных целых слагаемых, если представления, от-

личающиеся только порядком слагаемых, считаются: 1) различ-
ными, 2) одинаковыми. (Всего рассмотреть 4 варианта.) 

Таблица 5.4.2 

№ n  k    № n  k    № n  k    № n  k    № n  k  

1 12 5  7 12 4  13 12 6  19 12 3  25 12 7 

2 11 5  8 11 4  14 11 3  20 11 6  26 11 7 

3 10 5  9 10 4  15 10 3  21 10 6  27 10 7 

4 9 5  10 9 4  16 9 6  22 9 3  28 9 7 

5 8 5  11 8 4  17 8 6  23 8 3  29 8 7 

6 7 5  12 7 4  18 7 3  24 7 6  30 13 3 

 

Пример решения задания 5.4.2  

Решить задачу 5.4.2 для .k,n 413   
Данная задача равносильна задаче распределения 13 неразли-

чимых шаров (т. е. единиц, образующих число 13) по 4 ящикам  
(4 слагаемым). 

1а) Если слагаемые неотрицательны, а представления, отли-
чающиеся только порядком слагаемых, считаются различными, 
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то количество различных способов представления числа 13 в ви-

де суммы 4 слагаемых равно 560.
3!13!
16!(13,4) 3

16
14

1413 CCT  

1б) Если слагаемые положительны, а представления, отличаю-
щиеся только порядком слагаемых, считаются различными, то 
количество различных способов представления числа 13 в виде 

суммы 4 слагаемых равно 220.
3!9!
12!(13,4)* 3

12
14
113 CCT  

2а), 2б). Для нахождения количества различных способов 
представления числа 13 в виде суммы 4 слагаемых, если пред-
ставления, отличающиеся только порядком слагаемых, считают-
ся различными, нужно найти числа (13,4)W  и для случаев неот- 
рицательных и положительных слагаемых соответственно.  
Заметим, что 1;,1)(,1)( nWn*W  если ,n k  то 1;),( kn*W   
если                                   ,n k  то * ( , ) 0,W n k   

значит,                      ;0,4)1(,3)1(,2)1( *W*W*W  

,110,1)1(,2)1(,2)1( *W*WW  

аналогично,                        .1,4)1(,3)1( WW  

;1,2)2(,1)2( *W*W  ;0,4)2(,3)2( *W*W  

;211,2)2(,1)2(,2)2( *W*WW  

(2,3) * (2,1) * (2,2) * (2,3) 1 1 0 2;W W W W   

аналогично,                                 ;2,4)2(W  

1.,2)1(,2)2(3,2)3( WW*W  

Продолжим вычисление коэффициентов ),( knW  и ),,( kn*W  
заполним таблицу, в левом верхнем углу каждой клетки будем 
писать значение ),,( knW  а в правом нижнем углу — ).,( kn*W  
Получим табл. 5.4.2а. Как видно из таблицы, 18,)43,1(*W  

.W 93)43,1(   
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Таблица 5.4.2а 

n   

k  
1 2 3 4 

 n   

k  
1 2 3 4 

1 
1 

1 

1 
0 

1 
0 

1 
0 

 
8 

1 
1 

5 
4 

10 
5 

15 
5 

2 
1 

1 

2 
1 

2 
0 

2 
0 

 
9 

1 
1 

5 
4 

12 
7 

18 
6 

3 
1 

1 

2 
1 

3 
1 

3 
0 

 
10 

1 
1 

6 
5 

14 
8 

23 
9 

4 
1 

1 

3 
2 

4 
1 

5 
1 

 
11 

1 
1 

6 
5 

16 
10 

27 
11 

5 
1 

1 

3 
2 

5 
2 

6 
1 

 
12 

1 
1 

7 
6 

19 
2 

34 
15 

6 
1 

1 

4 
3 

7 
3 

9 
2 

 
13 

1 
1 

7 
6 

21 
14 

39 
18 

7 
1 

1 

4 
3 

8 
4 

11 
3 

 

Ответ: 1а) 560; 1б) 220; 2а) 39; 2б) 18. 
 

5.5. Арифметический  
           треугольник 

Коэффициентами обобщѐнного арифметического  треугольни-
ка называются числа, которые определяются так:  

,
,

k,Cm 0
1

)1(                                                 Если ,n 1  то 

,mk,nC...k,nCk,nC
,,nC...k,nCk,nC

k,nC
mmm

mmm
m )11()11()1(

)01()11()1(
)(  

если ;1mk    
если .1mk    

если ;1mk    

если .1mk    
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Теорема: Число ),( knCm  равно количеству n -разрядных чисел 
в m -ичной системе счисления, сумма цифр которых равна k  (ес-
ли допускаются числа, начинающиеся с 0). 

Свойства коэффициентов обобщѐнного арифметического тре-
угольника: 

1) ;)(2
k
nCk,nC  

2) ))1(()( knm,nCk,nC mm  (свойство симметричности); 

3) n
mmm mnm,nC...,nC,nC ))1(()1()0(  (свойство суммы). 

   

Задание 5.5.1 
Наносятся m  цифр 1,2,.., m  на m  различных шаров (на каж-

дый шар пишем ровно одну цифру), после чего шары помещаем  
в мешок. Из мешка наудачу извлекаем шар, записываем число, 
изображѐнное на нѐм, и возвращаем шар в мешок. Эта процедура 
повторяется n  раз. 

Сколько существует различных случаев, при которых сумма 
выписанных чисел оказалась бы равной ?k  

Таблица 5.5.1 

№ m  n  k    № m  n  k    № m  n  k  

1 13 4 21  11 4 7 18  21 6 5 15 

2 11 4 20  12 13 4 20  22 4 7 19 

3 9 5 21  13 11 4 19  23 13 4 19 

4 7 5 22  14 9 5 22  24 11 4 21 

5 5 6 19  15 7 5 21  25 9 5 20 

6 3 9 18  16 5 6 18  26 7 5 20 

7 12 4 21  17 3 9 17  27 5 6 17 

8 10 5 16  18 12 4 20  28 3 9 16 

9 8 5 21  19 10 5 15  29 12 4 19 

10 6 5 16  20 8 5 22  30 19 5 14 
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Пример решения задания 5.5.1  

Решить задачу 5.5.1 для ,m 8  ,n 4  .k 21  

Перейдѐм от шаров, помеченных цифрами 1,2,...,8, к шарам, 
помеченным цифрами 0,1,2,...,7. Тогда сумме 21, полученной 
―старыми‖ метками, будет соответствовать сумма, образованная 
―новыми‖ метками, которая равна 21 – 4 = 17. Тогда каждой  
―новой‖ записи будет соответствовать некоторое 4-значное число 
в 8-ичной системе счисления, причѐм некоторые числа могут  
начинаться и с нулей. Общее количество 4-разрядных чисел  
в 8-ичной системе счисления, сумма цифр которых равна 17, вы-
ражается коэффициентом .,C )174(8  

По свойству симметричности, 17)4(4,7C)17,4( 88C  
(4,11).C8  Найдѐм коэффициент 8 (4,11),C  построив арифмети-

ческий треугольник 8 порядка (табл. 5.5.1а). 

Таблица 5.5.1а  

n     k  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 

2 1 2 3 4 5 6 7 8 7 6 5 4 

3 1 3 6 10 15 21 28 36 42 46 48 48 

4            284 

 
.,C 2844848464236282115)114(8   

Ответ: 284 случая. 
 
 

Задание 5.5.2 
Игральная кость бросается n  раз. Во сколько раз число спосо-

бов набора суммы в p  очков превышает число способов набора 
суммы в k  очков? 
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Таблица 5.5.2 

№ n  p  k    № n  p  k    № n  p  k  

1 5 18 20  11 5 19 15  21 5 16 24 

2 5 19 21  12 4 12 21  22 5 13 24 

3 5 16 14  13 5 14 22  23 5 18 15 

4 4 17 18  14 5 15 21  24 4 17 10 

5 5 17 15  15 5 13 23  25 5 19 12 

6 5 21 13  16 4 15 12  26 5 20 14 

7 5 19 11  17 5 14 23  27 5 16 24 

8 4 15 23  18 5 15 24  28 4 15 21 

9 5 15 23  19 5 16 20  29 5 17 23 

10 5 20 13  20 4 16 11  30 5 18 13 

 
 
Пример решения задания 5.5.2  

Решить задачу 5.5.2 для ,n 4 ,p 13  .k 17  
Перейдѐм от кости, грани которой помечены символами 

1,2,...,6, к кости, грани которой помечены цифрами 0,1,...,5. Тогда 
суммам в 13 и 17 очков, полученным с помощью обычной кости, 
будут соответствовать суммы в 13 – 4 = 9 и 17 – 4 = 13 очков, по-
лученные с помощью кости с нестандартной разметкой. Но ре-
зультаты бросаний нестандартной кости, выписанные подряд, 
можно воспринимать как четырѐхзначное число в шестеричной 
системе счисления.  

Количества четырѐхзначных чисел в шестеричной системе 
счисления, с суммами цифр 9 и 13, равны соответственно )94(6 ,C  
и ).134(6 ,C  Заметим, что 6 6 6(4,13) (4,5 4 13) (4,7).C C C  Для 
нахождения этих чисел построим обобщенный арифметический 
треугольник шестого порядка (табл. 5.5.2а). Видим, что 

104,)74(6 ,C  140.)94(6 ,C  
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Таблица 5.5.2а 

n     k  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 

2 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 

3 1 3 6 10 15 21 25 27 27 25 

4        104  140 
 

.,3461
26
35

104
140   

Ответ: в 1,346 раза.  
 

Задание 5.5.3 
Запускается n  волчков, у каждого из которых по m  граней  

с нанесѐнными на них числами .mp,...,p,p 11  Сколькими 
способами эти волчки могут упасть, набрав сумму в k  очков, ес-
ли волчки : 1) различимы? 2) неразличимы? 

Если число способов не превосходит 10, выписать их.  

Таблица 5.5.3 

№ n  m  p  k   № n  m  p  k   № n  m  p  k  

1 7 3 2 24  11 4 5 4 25  21 5 3 5 32 

2 5 4 3 26  12 5 7 2 23  22 5 4 2 22 

3 5 5 5 20  13 7 3 3 30  23 5 5 4 34 

4 5 7 2 21  14 4 4 6 33  24 5 7 2 24 

5 6 3 2 21  15 5 5 2 22  25 8 3 2 27 

6 5 4 4 30  16 4 7 3 26  26 5 4 5 30 

7 5 5 5 26  17 6 3 3 28  27 5 5 5 39 

8 5 7 3 27  18 5 4 3 25  28 5 7 3 24 

9 5 3 4 26  19 5 5 3 28  29 7 3 3 29 

10 5 4 3 24  20 5 7 3 25  30 5 4 5 36 
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Пример решения задания 5.5.3  

Запускается 4 волчка, у каждого из которых по 4 грани с на-
несёнными на них числами 5,6,7,8. Сколькими способами эти 
волчки могут упасть, набрав сумму в 25 очков, если волчки:  

1) различимы ? 2) неразличимы ? 
Перейдѐм от данных волчков к волчкам, грани которых поме-

чены цифрами 0,1,2,3. Тогда сумме 13, полученной с помощью 
исходных волчков, будет соответствовать сумма 54525 для 
―новых‖ волчков. В дальнейшем будем говорить только о волч-
ках с новой разметкой. Рассмотрим случаи: 

1) волчки различимы. 
В этом случае каждому способу набора волчками суммы  

в 5 очков соответствует четырѐхзначное число в четверичной 
системе счисления, сумма 
цифр которого равна 5, и 
количество таких чисел 
равно ).54(4 ,C  Для нахож-
дения этих чисел построим 
обобщенный арифмети-
ческий треугольник четвѐр-
того порядка (табл. 5.5.3а). 

Как видим, 40.)54(4 ,C  
2) волчки неразличимы. 
В этом случае введѐм 

функцию ( , ),mf n k  где )( k,nfm  — количество способов набора 
суммы k  на n  волчках, если m  — максимальная выпавшая ве-
личина баллов. 

Очевидно, что справедливо рекуррентная формула 
1 1

1 1

( , ) ( , ) ( 1, )
( 2, 2 ) ... ( , ),

m m m

m m

f n k f n k f n k m
f n k m f n t k tm

 

где .
m
kt  Для нашего случая будем иметь:  

.,f,f,f )23()54()54( 223  

.,f,f,f,f 2110)12()33()54()54( 1112  

.,f,f,f 211)02()23()23( 112  

 Таблица 5.5.3а 

n     k  0 1 2 3 4 5 
1 1 1 1 1 0 0 
2 1 2 3 4 3 2 
3 1 3 6 10 12 12 
4      40 
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В итоге получим: 4.22)23()54()54( 223 ,f,f,f   
Выпишем 4 возможные комбинации:  

0+0+2+3 , 0+1+1+3, 0+1+2+2, 1+1+1+2. 

Ответ: 1) 40 способов; 2) 4 способа. 
 

Задание 5.5.4 
Сколькими способами можно оплатить марками бандероль на 

сумму k  рублей, если есть неограниченное число марок достоин-
ством в , ,a b c  рублей и два способа, отличающиеся только по-
рядком наклейки марок, считаются   

1) различными?   2) одинаковыми?  
Если число способов не превосходит 10, выписать их в явном 

виде. 

Таблица 5.5.4 

№ k  a  b  c    № k  a  b  c    № k  a  b  c  

1 25 3 5 7  11 24 3 4 7  21 23 4 6 3 

2 25 6 5 2  12 24 8 3 2  22 23 2 7 5 

3 25 4 3 6  13 26 3 7 5  23 23 7 3 4 

4 25 2 5 7  14 26 2 5 6  24 23 3 8 2 

5 25 3 4 7  15 26 4 3 6  25 27 5 3 7 

6 25 8 3 2  16 26 5 2 7  26 27 2 6 5 

7 24 3 5 7  17 26 4 7 3  27 27 3 4 6 

8 24 6 5 2  18 26 2 3 8  28 27 7 2 5 

9 24 3 4 6  19 23 3 5 7  29 27 7 4 3 

10 24 2 5 7  20 23 5 6 2  30 27 8 3 2 

 
Пример решения задания 5.5.4  

Решим задание 5.5.4 для .c,b,a,k 35620   
1) Пусть )(kf  означает число способов, которыми можно оп-

латить сумму в k рублей марками достоинством в 6, 5 и 3 рубля, 
если есть неограниченное число марок достоинством в 6, 5, 3 рубля 
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и два способа, отличающиеся только порядком наклейки марок, 
считаются различными. Тогда справедлива рекуррентная формула  

).3()5()6()( kfkfkfkf  

Эта формула позволяет вычислять значения функции в точке 
k через значения функции в точках ,k 6 ,k 5 .k 3   

Очевидно, что при 0k  .0)(kf  Далее, ,1)0(f  ,0)1(f   

,0)2(f  ,1)3(f ,0)4(f ,1)5(f (6) 2;f  

;0000)4()2()1()7( ffff  

;2110)5()3()2()8( ffff  

;3201)6()4()3()9( ffff  

;1010)7()5()4(0)1( ffff  

;5221)8()6()5(1)1( ffff  

;5302)9()7((6)2)1( ffff  

;105321)1()9((8)4)1( ffff  

;95132)1(0)1((9))15( ffff  

;2010554)1(2)1((11))17( ffff  

.39209107)1(5)1((14)0)2( ffff  

Итак, .390)2(f  

2) Пусть ),...,,;( 21 pnnnkg  означает число способов, которыми 
можно оплатить сумму в k  рублей марками достоинством  
в pnnn ,...,, 21  рублей, если есть неограниченное число марок каж-
дого достоинства и два способа, отличающиеся только порядком 
наклейки марок, считаются одинаковыми.  

Для нашего случая справедлива рекуррентная формула: 
)3,5;2()3,5;8()3,54;1()3,50;2()3,5,60;2( ggggg . 

Первое слагаемое в правой части этой формулы соответствует 
случаю, когда 6-рублѐвые марки не участвуют в оплате суммы, 
второе — когда ровно одна 6-рублѐвая марка участвует в оплате 
суммы и т. д. 
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Очевидно, что 0,)3,5;2(g  а для каждого из остальных сла-
гаемых составим рекуррентную формулу: 

);3;0()3;5()30;1()35;1()30;2()3,50;2( gggggg  

);3;4()3;9()34;1()3,54;1( gggg .ggg )3;3()3;8()3,5;8(  

Понятно, что 
0,
1,

);( nkg  

Поэтому имеем:  
;210010)3,50;2(g ;1010)3,54;1(g  

;110)3,5;8(g  (20;6,5,3) 2 1 1 0 4.g  

Выпишем соответствующие представления:  
20 = 5 + 5 + 5 + 5; 
20 = 6 + 6 + 5 + 3; 

20 = 6 + 5 + 3 + 3 + 3; 
20 = 5 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3. 

Ответ: 1) 39 способов;  2) 4 способа.  

5.6. Рекуррентные соотношения 
Рекуррентным соотношением k-го порядка называется фор-

мула, позволяющая выражать значения члена последовательно-
сти с номером n  )( kn  через члены этой последовательности  
с номерами ,n 1 ,n 2 …, .kn   

Решением рекуррентного соотношения называется числовая 
последовательность, обращающая его в верное равенство при 
подстановке в него формулы общего члена последовательности. 

Начальными условиями рекуррентного соотношения k -го по-
рядка называются первые k  членов последовательности, являю-
щейся решением данного рекуррентного соотношения.  

Линейным однородным рекуррентным соотношением k-го 
порядка c постоянными коэффициентами называется соотноше-
ние вида  

)(...)2()1()( 21 nfaknfaknfaknf k .   (*) 

если k кратно ;n   
если k не кратно .n   
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Общим решением соотношения (*) называется такое его реше-
ние, которое содержит k  произвольных постоянных, путѐм подбо-
ра которых можно удовлетворить любым начальным условиям.  

Характеристическим уравнением соотношения (*) называется 

уравнение         k
kkk a...xaxax 2

2
1

1 .    (**) 
Теорема: Общее решение соотношения (*) имеет вид:  

1 2( ) ... ,pf n A A A  

где ,n
i iA C x  если x  — действительный корень первой кратно-

сти уравнения (**), где iC  — произвольные постоянные. 
2 1

,1 ,1 ,3 ,( ... ),n m
i i i i i mA x C nC n C n C  

если x  — действительный корень кратности m  уравнения (**), 
где ,1 ,2 ,, ,...,i i i mC C C  — произвольные постоянные; 

(cos sin ),n
i i iA r n D n E  

если (cos sin )r i  — комплексно-сопряжѐнная пара, каждый 
член которой является корнем первой кратности уравнения (**)  
и ,i iD E — произвольные постоянные; 

2 1
,1 ,2 ,3 ,( cos ( ... )n m

i i i i i mA r n D nD n D n D  
2 1

,1 ,2 ,3 ,sin ( ... )),m
i i i i mn E nE n E n E  

если ( cos sin )r i  — комплексно-сопряжѐнная пара, каждый 
член которой является корнем кратности m  уравнения (**) и 

,1 ,2 ,, ,..., ,i i i mD D D ,1 ,2 ,, ,...,i i i mE E E  — произвольные постоянные. 
 

Задание 5.6.1 
Найти общее решение рекуррентного соотношения 5-го по-

рядка  
).()1()2()3()4()5( nfenfdnfcnfbnfanf  
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Таблица 5.6.1 

№ a  b  c  d  e    № a  b  c  d  e  

1 2 10 –8 –33 –18  16 –1 11 29 26 8 

2 –11 –30 22 95 –75  17 0 18 –4 –57 –36 

3 2 6 –4 –13 –6  18 4 3 –34 52 –24 

4 9 –26 20 24 –32  19 2 11 –40 44 –16 

5 3 5 –27 32 –12  20 –2 10 8 –33 18 

6 6 –11 2 12 –8  21 –6 –6 20 39 18 

7 7 –7 –19 16 20  22 –4 3 34 52 24 

8 15 –83 205 –216 80  23 3 13 –11 –24 20 

9 5 –2 –14 3 9  24 6 –6 –20 39 –18 

10 5 –4 –16 32 –16  25 4 0 –14 17 –6 

11 –2 9 22 –4 –24  26 –6 –5 16 12 –16 

12 –2 11 40 44 16  27 0 19 –34 –12 40 

13 –6 –6 16 15 –18  28 8 –12 –2 13 –6 

14 1 14 –6 –45 –27  29 11 –23 47 24 36 

15 2 17 –70 92 –40  30 7 5 –35 –4 28 
 
Пример решения задания 5.6.1  

Найти общее решение рекуррентного соотношения 5-го по-
рядка 

).(2)1(5)2(2)3(4)4(4)5( nfnfnfnfnfnf   

Запишем характеристическое уравнение данного соотношения: 

.xxxxx 025244 2345  
Непосредственной подстановкой убеждаемся, что 11x  — 

корень характеристического уравнения.  
Понизим степень уравнения, поделив характеристический 

многочлен на 1x  по схеме Горнера:  

 1 –4 4 2 –5 2 

1 1 –3 1 3 –2 0 
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В результате деления получили уравнение четвѐртой степени:  

.xxxx 0233 234  
Заметим, что 12x  является корнем и этого уравнения, разде-

лим левую часть уравнения на :1x   
 

 1 –3 1 3 –2 

1 1 –2 –1 2 0 

 
Получено уравнение 3 22 2 0,x x x  которое также име-

ет 13x  своим корнем. Понижаем степень уравнения: 
 

 1 –2 –1 2 

1 1 –1 –2 0 

 
В результате имеем квадратное уравнение 2 2 0,x x  кото-

рое имеет корни 14x  и .x 25   
По теореме о виде общего решения линейного однородного 

рекуррентного соотношения с постоянными коэффициентами, 
запишем общее решение:  

nnn CCCnnCCnf 21)()(1)( 543
2

21  
2

1 2 3 4 5( 1) 2 .n nC nC n C C C  

Ответ: .CCCnnCCnf nn 21)()( 543
2

21  
 

Задание 5.6.2 
Найти общее решение рекуррентного соотношения 5-го по-

рядка  

).()1()2()3()4()5( nfenfdnfcnfbnfanf  
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Таблица 5.6.2 

№ a  b  c  d  e    № a  b  c  d  e  

1 2 –2 8 –16 16  16 2 –2 5 –10 10 

2 2 3  –4 –3 6 3  –12  17 2 3  –4 –6 12 3  –24 

3 2 –4 –4 8 –16  18 2 –4 7 –14 28 

4 –2 –2 5 10 10  19 –2 –2 –8 –16 –16 

5 2 3  –4 –6 312  –24  20 2 3  –4 3 6 3  12 

6 –2 –4 –1 –2 –4  21 –2 –4 –27 –54 –108 

7 4 –8 –5 20 –40  22 4 –8 –1 4 –8 

8 4 3  –16 2 38  32  23 4 3  –16 4 16 3  64 

9 4 –16 3 –12 48  24 4 –16 2 –8 32 

10 –4 –8 –2 –8 –16  25 –4 –8 –3 –12 –24 

11 4 3  –16 4 16 3  64  26 4 3  –16 1 4 3  16 

12 –4 –16 6 24 96  27 –4 –16 –10 –40 –160 

13 2 –2 –8 16 –16  28 –2 –2 –1 –2 –2 

14 2 3  –4 27 54 3  108  29 2 3  –4 3 6 3  12 

15 2 –4 1 –2 4  30 –2 –4 –5 –10 –20 
 

Пример решения задания 5.6.2  

Найти общее решение рекуррентного соотношения 5-го по-
рядка  

.)(8)1(34)2(2

)3(4)4(32)5(

nfnfnf

nfnfnf
 

Запишем характеристическое уравнение данного соотноше-
ния: .xxxxx 08342432 2345   

С помощью группировки разложим левую часть на множители:  
3 2 2( 2 3 4) 2( 2 3 4) 0,x x x x x  

или                                3 2( 2)( 2 3 4) 0.x x x  
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0 

1 

3  
6

 

Рассмотрим два случая: 

1) 023x   23x  
( 2 )

3 32 ,
i k

x e  .Zk  

 Если 3 1,k n  то 3 2,x  при nk 3  и 13nk  получаем 
пару комплексно-сопряжѐнных чисел с модулями, равными 3 2,   

и аргументами 
3

.  

Соответствующие слагаемые в общем 
решении будут иметь вид: 

3 3
1 2 32 2 cos sin

3 3
n n n nC C C . 

2) 04322 xx   ix , 354  .  

Изобразим число i3  на комплекс-
ной плоскости для нахождения его модуля и аргумента (рис. 5.6.2).  

Видим, что .,r
6

2   

Соответствующие слагаемые в общем решении будут иметь 

вид: 4 52 cos sin .
6 6

n n nC C  В итоге получаем общее решение 

исходного рекуррентного соотношения. 

Ответ:  
3 3

1 2 3

4 5

π π( ) 2 2 cos sin
3 3

π π2 cos sin .
6 6

n n

n

n nf n C C C

n nC C
 

 

Задание 5.6.3 
Найти общий вид решения рекуррентного соотношения 4-го по-

рядка 4 3 2 1 0,n n n n nx ax bx cx dx  если .x 00  

Рис. 5.6.2 
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Таблица 5.6.3 

№ a  b  c  d  

1 326  31213  31824  36 

2 –3 4 0 –8 
3 1 –12 –26 –24 

4 32  3 32  –4 

5 4 5 2 –12 
6 –5 –2 14 –20 

7 324  387  3616  12 

8 –4 –27 62 –140 
9 1 –30 –62 –60 

10 324  388  3816  16 

11 –4 1 –6 36 
12 1 –22 42 –36 

13 322  345  328  4 

14 –7 0 8 –56 
15 –6 –23 –34 –18 

16 323  366  3412  8 

17 –4 1 –6 36 
18 –4 –9 26 –30 

19 324  388  3816  16 

20 –1 –4 16 –24 
21 11 38 54 36 

22 323  366  3412  8 

23 1 –28 –64 –120 
24 –7 –2 18 –28 

25 323  36  3812  –16 

26 0 –8 24 –32 
27 – 5 –30 –50 –36 

28 324  387  3616  12 

29 4 9 10 4 
30 –8 23 –30 18 
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Пример решения задания 5.6.3  

Найти общий вид решения рекуррентного соотношения 4-го по-
рядка ,xxx nnn 02483 134  если .x 00  

Запишем характеристическое уравнение данного соотношения:  

.xxx 02483 34  
Непосредственной подстановкой убеждаемся, что 21x  — 

корень характеристического уравнения.  
Понизим степень уравнения, поделив характеристический 

многочлен на 16 3  по схеме Горнера:  
 

 1 –3 0 –8 24 

2 1 –1 –2 –12 0 

 
В результате деления получили уравнение третьей степени: 

.xxx 012223  
Заметим, что 32x  является корнем этого уравнения, раз-

делим левую часть уравнения на :3x  
 

 1 –1 –2 –12 

3 1 2 4 0 

 
Получено уравнение 2 2 4 0,x x  которое имеет корни 

3143 ix , . 

Комплексное число 31 i  имеет модуль 2r  и аргумент 

3
2 .  

Запишем общее решение исходного рекуррентного соотноше-

ния: 1 2 3 4
2 22 3 2 cos sin

3 3
n n n

n
n nx C C C C .  
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Учтѐм начальное условие :00x   
0 0 0

1 2 3 40 2 3 2 cos0 sin0 ,C C C C  

откуда                               1 2 3.C C C . 

Подставляя выражение для в формулу общего решения, полу-
чим ответ.  

Ответ:  

2 3 2 3 4
2 2( ) 2 3 2 cos sin .

3 3
n n n

n
n nx C C C C C  

 

Задание 5.6.4 
Найти общее решение рекуррентного соотношения 4-го по-

рядка  
)()1()2()3()4( nfnfnfnfnf  

с заданными начальными условиями ).3(  ),2(  ),1(  ),0( ffff   

Таблица 5.6.4 

№     )0(f  )1(f  )2(f  )3(f  

1 5 –1 –21 18 3 8 8 38 

2 –1 7 13 6 1 6 1 44 

3 –6 0 22 –15 5 –4 19 –54 

4 3 3 –7 –6 3 –3 12 –3 

5 7 –12 –4 16 4 –3 –1 –19 

6 1 7 –13 6 3 3 4 7 

7 4 –3 –4 4 0 –3 3 3 

8 5 3 –13 –10 3 3 0 15 

9 11 –39 49 –20 2 0 –11 –58 

10 6 –8 –6 9 1 3 17 51 

11 3 2 –12 8 6 7 7 3 

12 0 9 4 –12 5 –3 19 –37 
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Таблица 5.6.4 (окончание) 

№     )0(f  )1(f  )2(f  )3(f  

13 –1 12 28 16 –2 –1 9 –29 
14 –7 –13 3 18 2 1 7 –17 
15 2 12 –18 –27 4 2 4 50 
16 0 17 –36 20 4 3 –1 –13 
17 0 11 18 8 1 3 –8 15 
18 –3 9 23 12 3 4 21 50 
19 2 7 –20 12 1 2 2 –2 
20 0 11 –18 8 4 1 –1 –1 
21 –3 7 15 –18 6 3 17 –15 
22 –5 –1 21 18 2 3 –3 33 
23 –2 7 20 12 3 –6 14 –34 
24 2 15 4 –20 4 3 –1 19 
25 6 –8 –6 9 4 0 20 48 
26 4 –3 –4 4 –2 3 –13 –25 
27 5 12 –44 –80 4 –4 36 16 
28 2 3 –8 4 0 5 –16 19 
29 3 –1 –3 2 –1 –6 –3 –22 
30 –1 7 13 6 2 1 –6 15 

 
Пример решения задания 5.6.4  
Найти решение рекуррентного соотношения 4-го порядка 

)(3)1(8)2(6)4( nfnfnfnf  с начальными усло-
виями 0;)0(f  ;6)1(f  ;4)2(f  .34)3(f  

Запишем характеристическое уравнение данного соотноше-
ния: .xxx 0386 24  Подстановкой убеждаемся, что 11x  — 
корень характеристического уравнения. Понизим степень урав-
нения, поделив характеристический многочлен на 1x  по схеме 
Горнера:  

 1 0 –6 –8 –3 

–1 1 –1 –5 –3 0 
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В результате деления получили уравнение третьей степени: 

.xxx 03523  
Заметим, что 12x  также является корнем этого уравнения, 

разделим левую часть уравнения на :1x  
 

 1 –1 –5 –3 

–1 1 –2 –3 0 

 
Получено уравнение 2 2 3 0,x x  которое имеет корни  

3 1,x  .x 34  

Общее решение исходного соотношения имеет вид:  

.DCnBnAnf nn 3)()1()( 2  

Учтѐм начальные условия, получим систему линейных урав-
нений: 

34
3 6

2 4 9 4
3 9 27 34.

A D
A B C D

A B C D
A B C D

 

Решив эту систему, будем иметь: 1,A  2,B  0,C  .D 1   
Подставив найденные значения констант в формулу общего 

решения, получим: .nnnf nn 31)021()1()( 2   

Ответ: .nnf nn 3)21()1()(   
 

 
 
 

 
 



 

 

Глава 6 
 

Конечные автоматы 
 

6.1. Автоматы Мили  
 

Автоматом Мили будем называть пятерку объектов 
),( ,,V,Q,AS  где }{ 1 na,...,aA  — входной алфавит; 
}{ 1 mq,...,qQ  — множество внутренних состояний; 

}{ 1 kv,...,vV  — выходной алфавит; 
QQA:  — функция переходов; 
VQA:  — функция выхода. 

Таблица, задающая функции переходов и выхода, называется 
таблицей состояний автомата. 

Диаграммой состояний автомата Мили называется ориентиро-
ванный граф, в котором количество вершин равно количеству 
состояний данного автомата Мили и помечено символами вну-
тренних состояний; дуга, выходящая из любой вершины iq  и за-
ходящая в вершину ,jq  помечена символами , ,t ra v  причѐм  

,)( jit qq,a  .)( rit vq,a  
Автомат Мили называется инициальным, если он всегда начи-

нает свою работу из одного и того же состояния ).( 1q  
Автомат Мили называется неинициальным, если он может на-

чинать свою работу из любого своего состояния. 
Работа автомата Мили связана с двумя бесконечными лен-

тами, разбитыми на ячейки, причѐм в каждой ячейке может быть 
записан один символ некоторого алфавита. 
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Работа автомата Мили над словом , записанным на входной 
ленте, проходит следующим образом:  

1) считав символ в ячейке входной ленты, обозреваемой счи-
тывающим устройством автомата Мили, он печатает в ячейку 
входной ленты символ, найденный с помощью функции выхода , 
двигается вдоль ленты вправо и переходит в состояние, опре-
деляемое с помощью функции перехода 

2) работа автомата продолжается до тех пор, пока все ячейки, 
содержащие символы данного слова, не будут пройдены.  

Тактом времени называют промежуток, за который конечный 
автомат обрабатывает одну ячейку.  

Дешифратором называется инициальный конечный автомат, 
выходным алфавитом которого является множество {0,1}, при-
чѐм на вход подаѐтся бесконечная последовательность символов 
некоторого алфавита и символ 1 печатается в том и лишь в том 
случае, если в данный момент времени считывающее устройство 
автомата обозревает последний символ уже считанного слова , 
фиксированного для данного автомата, а на ленте записано слово, 
в которое входит  Слово  называется кодовой комбинацией 
этого автомата. 

Неинициальный автомат называется сильно связным, если для 
любых состояний автомата iq  и jq  найдѐтся слово  такое, что 
автомат, начавший работу в состоянии ,iq  при считывании слова 

 переходит в состояние .q j   
Состояния iq  и kq  неинициальных автоматов 1A  и 2A  назы-

ваются эквивалентными, если для любого слова , составленного 
из букв входного алфавита, выходные слова, полученные при ра-
боте автоматов 1A  и 2 ,A  запущенных соответственно из состоя-
ний iq  и kq  над словом , равны.  

Автоматы 1A  и 2A  называются эквивалентными, если для 
любого состояния iq  автомата 1A  найдѐтся эквивалентное ему 
состояние kq  автомата 2 ,A  а также, если для любого состояния 

*
kq  автомата 2A  найдѐтся эквивалентное ему состояние *

iq  ав- 
томата 1.A   
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Автомат minA  называется минимальным для автомата ,A  если 
он является эквивалентным автомату A  и содержит наименьшее 
число внутренних состояний среди всех автоматов, эквивалент-
ных автомату .A   
 

Задание 6.1.1 
По данной кодовой комбинации  построить дешифратор с вход-

ным алфавитом }{ y,x и записать его:  
1) диаграммой состояний; 
2) таблицей состояний. 

Таблица 6.1.1 

№    №    №  

1 xyyxxyxx   11 xxxyyxyy   21 yxxyyxxy  

2 yxyxxyxy   12 yyxxyyyx   22 yxyxyyyy  

3 xyxxyyxy   13 xyyyxxyy   23 xxyxyyyx  

4 yxyxxxyx   14 yxyyxxyx   24 xyxyxyxy  

5 xyxxyxxx   15 yyxxxyyy   25 xxxyxyyx  

6 xxxyyyxy   16 xyxyyxyx   26 yyyxyyxx  

7 yxyyxyyx   17 yyyxyxxy   27 xxyyxyyy  

8 xxyyyyxy   18 yxyyyxxx   28 xyxyyxxx  

9 yxyxyyyx   19 xyxxyyxy   29 yxxxxyyy  

10 yxxyyyxy   20 xyyxxyyx   30 xyxxxyxy  

 
Пример решения задания 6.1.1  

Решим задание 6.1.1 для  .xxyyxyyx  
Составим диаграмму состояний дешифратора, содержащего 

8 внутренних состояний (по количеству символов кодовой ком-
бинации).  

Пусть начальное состояние — .q1 Определим 8( , ) 1,x q  для 
остальных случаев значение функции выходов равно 0. 
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Функцию переходов зададим следующим образом:  

,)( 21 qq,x    .)( 11 qq,y  

В дальнейшем, если k...xxx 21  )8(k  — начало кодовой ком-
бинации, то ,)( 1kkk qq,x  в остальных случаях ,)( pkk qq,x  

где p  — наименьший номер, такой, что слово kpp ...xxx 1  явля-

ется начальным отрезком кодовой комбинации.  
Получаем: ,)( 11 qq,y  ,)( 21 qq,x  ,)( 32 qq,y  

,)( 22 qq,x  т. к. в слове xx  последний символ может служить 
началом кодовой комбинации, а при получении одного символа 
кода мы переходим во 2 состояние.  

Далее имеем: ,)( 43 qq,y  ,)( 23 qq,x  т. к. в слове xyx  
 последний символ может служить началом кодовой комбина- 
ции, а при получении одного символа кода мы переходим во 2 со-
стояние.  

Найдя, действуя аналогично, значения функции переходов на 
остальных наборах переменных, получим диаграмму состояний 
(рис. 6.1.1, а):  

 
 

 
Рис. 6.1.1, а 

q8 q7 q6 q5 

q4 q3 q2 q1 

y,0 

x,0 

x,0 

x,0 

y,0 x,0 
x,0 

x,0 

x,1 

x,0 

y,0 

y,0 y,0 

y,0 
y,0 y,0 
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Теперь запишем таблицу состояний дешифратора: 

Таблица 6.1.1а  

 A       Q  1q  2q  3q  4q  5q  6q  7q  8q  

x  02 ,q  02 ,q  02 ,q  05 ,q  02 ,q  02 ,q  08 ,q  12 ,q  

y  01 ,q  03 ,q  04 ,q  01 ,q  06 ,q  07 ,q  01 ,q  06 ,q  

 
Задание полностью выполнено. 

 

Задание 6.1.2 

Для данного конечного автомата, заданного таблично, со 
множеством внутренних состояний {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, входным 
алфавитом }{ b,a  и выходным алфавитом { , }:x y  

1. Выяснить, является ли автомат сильно связным. 
2. Построить эквивалентный минимальный автомат. 
3. Проверить работу исходного и минимального автоматов над 

словом " ".bbabaab  

Таблица 6.1.2  

№ 1 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,4  y,3  x,7  x,5  x,8  x,7  y,2  x,5  y,2  

b  y,7  y,4  x,9  y,9  y,7  y,9  x,8  y,9  x,5  

№ 2 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  y,6  y,8  y,7  y,4  x,3  x,4  x,2  y,3  

b  y,5  x,9  x,9  x,5  x,6  y,7  y,8  y,6  x,8  
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Таблица 6.1.2 (продолжение)  

  № 3 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  x,1  y,3  x,5  x,4  x,8  y,3  x,6  y,3  

b  x,3  x,4  x,1  x,2  x,3  x,3  y,8  x,8  y,4  

№ 4 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,5  y,3  x,7  x,8  y,1  x,9  y,4  y,3  y,4  

b  y,8  x,6  y,5  y,7  y,7  y,1  y,8  y,5  x,6  

№ 5 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,3  x,8  x,4  x,1  x,8  y,7  y,6  y,9  y,9  

b  x,2  x,5  x,5  x,5  x,2  y,8  y,8  x,8  y,8  

№ 6 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  y,2  y,4  y,9  y,5  y,4  y,7  y,9  y,3  x,8  

b  y,7  y,3  y,2  y,3  y,7  x,9  y,4  x,9  y,9  

№ 7 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  x,4  x,2  x,2  x,9  y,9  x,8  x,7  x,7  

b  x,3  x,6  x,1  y,3  y,3  x,7  y,1  x,6  x,6  

№ 8 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  x,4  x,4  x,3  y,6  x,7  x,6  x,7  x,7  

b  x,5  x,3  x,2  y,5  y,6  y,5  x,7  x,5  x,5  
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Таблица 6.1.2 (продолжение) 

№ 9 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  x,3  x,4  x,5  x,4  x,4  x,8  x,5  x,8  

b  y,1  y,7  y,3  y,7  y,5  x,7  x,6  y,9  x,9  
 

№ 10 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  x,1  x,4  x,5  y,4  x,7  y,6  x,6  x,6  

b  x,3  x,3  x,5  y,6  y,9  y,4  y,8  x,7  x,5  

№ 11 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  x,7  x,7  x,3  x,3  x,5  y,6  x,4  x,1  

b  x,1  x,3  x,2  x,5  x,4  y,7  y,7  y,7  y,7  

№ 12 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  y,2  y,6  y,5  x,4  y,6  x,8  y,8  y,9  x,8  

b  y,9  y,3  y,6  x,3  y,3  y,4  y,6  y,7  x,4  

№ 13 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  x,4  x,2  x,2  x,9  y,9  x,8  x,7  x,7  

b  x,3  x,6  x,1  y,3  y,3  x,7  y,1  x,6  x,6  

№ 14 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  y,3  y,2  y,1  x,5  y,5  y,7  y,7  y,8  y,5  

b  y,7  x,3  y,7  x,4  y,6  y,5  y,3  y,9  y,8  
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Таблица 6.1.2 (продолжение) 

№ 15 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  x,4  x,4  x,3  y,5  x,7  x,6  x,7  x,7  

b  x,1  x,5  x,5  y,5  y,6  y,5  x,5  x,9  x,8  

№ 16 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  y,1  y,1  y,4  y,3  x,6  y,5  y,8  x,7  y,4  

b  x,2  x,5  x,2  x,9  x,8  y,2  y,9  x,5  x,8  

№ 17 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,4  x,5  x,3  x,9  y,3  x,6  y,6  x,7  x,9  

b  x,2  x,2  y,5  x,2  y,8  y,7  y,8  x,2  x,8  

№ 18 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  y,2  y,1  y,2  x,5  y,3  x,6  y,8  y,7  y,5  

b  y,1  y,4  y,3  y,4  y,4  x,9  y,4  y,9  y,8  

№ 19 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,1  x,3  x,2  x,6  x,5  y,4  x,7  x,9  y,8  

b  x,2  x,9  x,6  y,5  x,6  x,5  x,5  y,3  x,3  

№ 20 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  y,2  y,1  y,6  y,4  y,7  y,3  x,7  y,7  y,7  

b  y,3  y,3  x,2  y,6  y,5  x,4  x,8  y,9  y,8  
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Таблица 6.1.2 (продолжение) 

№ 21 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,1  x,3  x,2  y,3  x,6  x,5  x,7  x,9  x,8  

b  y,2  x,7  x,5  x,4  x,4  x,4  x,4  x,7  x,6  

№ 22 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,1  y,3  y,4  y,3  y,2  y,9  y,7  y,9  y,7  

b  x,2  y,5  x,5  x,5  x,4  x,4  x,8  x,7  y,8  

№ 23 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  x,1  x,4  x,4  x,5  x,7  x,6  x,7  y,9  

b  x,4  x,4  y,2  x,4  x,6  x,6  x,6  y,5  y,8  

№ 24 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  y,1  x,5  x,2  x,6  x,5  x,9  x,9  y,8  

b  y,1  x,3  x,4  x,2  x,4  x,7  x,6  y,8  x,6  

№ 25 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  y,5  x,2  x,9  x,4  x,6  x,4  x,3  y,8  

b  y,8  y,6  y,5  y,5  y,7  y,1  y,8  y,7  y,6  

№ 26 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,3  y,3  x,1  x,4  y,1  y,9  y,4  y,3  y,4  

b  y,8  x,6  y,5  y,7  y,7  y,1  y,8  y,5  x,6  



Глава 6 264 

Таблица 6.1.2 (окончание) 

№ 27 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  x,5  x,7  x,9  y,6  x,4  y,6  y,3  y,1  

b  y,8  y,7  y,9  y,5  y,1  y,8  y,6  x,9  y,6  

№ 28 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  y,2  y,6  y,7  x,3  x,2  x,5  x,4  x,5  y,3  

b  y,9  x,5  x,4  y,1  y,9  y,7  y,8  y,6  y,1  

№ 29 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,4  x,7  x,1  y,2  x,2  x,7  y,6  x,9  y,8  

b  x,2  x,1  x,5  y,7  x,3  x,6  y,9  x,8  y,7  

№ 30 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  x,1  x,5  x,7  x,3  x,5  x,8  x,9  x,4  

b  x,3  y,5  y,1  x,9  x,2  y,1  y,4  x,7  y,8  
 

 

Пример решения задания 6.1.2 

Решим задание 6.1.2 для автомата, заданного таблицей со-
стояний.  

Таблица 6.1.2а  

A      Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,5  y,3  x,7  x,5  y,6  x,9  y,6  y,4  y,1  

b  y,2  x,1  y,9  y,8  x,7  y,5  x,5  x,3  x,4  
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1. Выясним, является ли автомат сильно связным. Для этого 
изобразим диаграмму состояний данного автомата, опуская по-
метки дуг и объединяя пары противоположно направленных дуг, 
соединяющих одинаковые вершины графа. Получим: 

 

 
Рис. 6.1.2 

Построим в полученном графе циклический маршрут: 

 1 2 3 7 6 5 7 6 9 4 8 3 9 1 

Из возможности построения такого маршрута следует, что из 
любого состояния автомата достижимо любое состояние этого же 
автомата, то есть автомат является сильно связным. 

2. Для построения минимального эквивалентного автомата 
выявим все пары эквивалентных состояний данного автомата. 
Для этого построим треугольную таблицу, где каждой паре раз-
личных состояний соответствует одна клетка. Если для какой-
нибудь пары состояний одному значению входного сигнала соот-
ветствуют различные выходные символы, следовательно, эта па-
ра состояний не является эквивалентной, и в соответствующую 
клетку мы ставим крест. Получим (табл. 6.1.2b). 

Далее, в незачеркнутые клетки выписываем пары состояний,  
в которые переходит автомат из состояний, соответствующих 
этой клетке, при подаче на вход одинаковых входных символов.  
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Таблица 6.1.2b  
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Таблица 6.1.2с  
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3 5 7 
2 9 
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2 8  
 

5 7 
8 9 

     

5  3 6 
1 7 

      

6 5 9 
2 5 

 
 

7 9 
5 9 

5 8 
5 9 

    

7  3 6 
1 5 

      

8  3 4 
1 3 

  4 6 
3 7 

 4 6 
3 5 

 

9  1 3 
1 4 

  1 6 
4 7 

 1 6 
4 5 

1 4 
3 4 

 1 2 3 4 5 6 7 8 
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Из этого правила записи есть два исключения:  
1) не выписываем пары одинаковых состояний; 
2) не выписываем пару, соответствующую заполняемой клетке. 
Будем иметь (табл. 6.1.2с). 
Затем, если внутри какой-нибудь клетки выписана пара, соот-

ветствующая зачѐркнутой ранее клетке, то клетка с этой парой 
также зачѐркивается. Окончательно имеем (табл. 6.1.2d). 

Таблица 6.1.2d  

2 
 
 

       

3 5 7 
2 9 

       

4 
 

2 8  
 

5 7 
8 9 

     

5  3 6 
1 7 

      

6 5 9 
2 5 

 
 

7 9 
5 9 

5 8 
5 9 

    

7  3 6 
1 5 

      

8  3 4 
1 3 

  4 6 
3 7 

 4 6 
3 5 

 

9  1 3 
1 4 

  1 6 
4 7 

 1 6 
4 5 

1 4 
3 4 

 1 2 3 4 5 6 7 8 
 
Здесь каждой незачѐркнутой клетке соответствует пара экви-

валентных состояний, которые мы объединяем в классы эквива-
лентности:  

1' = {1,3,4}; 2' = {2,8,9}; 3' = {5,7}; 4' = {6}. 
Строим минимальный автомат с четырьмя внутренними со-

стояниями 1', 2', 3', 4'. 
Для построения таблицы состояний минимального автомата 

поступаем следующим образом: чтобы найти значение функций 
перехода и выхода, например, на наборе ( ,1' ),a  выбираем из 
класса эквивалентности 1' любого представителя. Пусть это будет 
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состояние 3. Из таблицы состояний исходного автомата мы име-
ем, что ( ,3) ,a x значит, определим также функцию выхода ми-
нимального автомата: .x',a )1(  Из таблицы состояний исход-
ного автомата имеем, что .,a 7)3(  Но 7 {5,7}=3', значит, будем 
считать, что '.,a 3)3(   

Найдя значения функций перехода и выхода на всех наборах 
перемененных, заполним таблицу состояний минимального ав-
томата (табл. 6.1.2е).  

Таблица 6.1.2e  

 A   Q
'
 1' 2' 3' 4' 

a  x,'3  y,'1  y,'4  x,'2  

b  y,'2  x,'1  x,'3  y,'3  

 
3. Проверим работу исходного автомата над словом abbabaab. 

Пусть исходный автомат начинает свою работу, например, из 1 
состояния:  

Входное слово  a  b  b  a  b  a  a  b  

Состояния 1 5 7 5 6 5 6 9 4 
Выходное слово  x  x  x  y  y  y  x  x  

  
Так как 1 {1,3,4}=1', то минимальный автомат запускаем из 

состояния 1'. Получим: 

 a  b  b  a  b  a  a  b  

1' 3' 3' 3' 4' 3' 4' 2' 1' 

 x  x  x  y  y  y  x  x  

  
Как мы видим, результатом работы исходного и минималь-

ного автоматов над словом abbabaab  является одно и то же сло-
во .xxxyyyxx  
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6.2. Частичные автоматы 
Автомат Мили называется частичным автоматом, если хотя 

бы одна из функций перехода или выхода не является всюду оп-
ределѐнной.  

Говорят, что слово  применимо к состоянию iq  неинициаль-
ного автомата, если функция переходов автомата, начавшего ра-
боту в состоянии iq  над словом , может быть не определена 
лишь после считывания последнего символа слова .  

Будем рассматривать слова одинаковой длины в алфавите, со-
держащем неопределѐнный символ ― - ‖.  

Слово  покрывает слово , если слово  может быть получе-
но из  заменой некоторого множества (может быть, пустого) 
символов неопределѐнными символами. 

Слово  совместимо со словом , если существует слово  по-
крывающее как слово , так и слово .  

Через )( q,S будем обозначать выходное слово, полученное  
в результате работы над словом  неинициального автомата ,S  
запущенного из состояния .q  Если на некотором наборе аргумен-
тов значение выходной функции не определено, то в соответст-
вующей позиции выходного слова ставим неопределѐнный символ.  

Состояние q'  автомата S'  покрывает состояние q  автомата 
,S  если любое слово , применимое к состоянию ,q  будет также 

применимо к состоянию ,q'  причѐм )( 'q,'S  будет покрывать 
).( q,S   

Частичный автомат S' покрывает автомат ,S  если для лю-
бого состояния q  автомата S  найдѐтся покрывающее его со-
стояние q'  автомата .S'   

Автомат, покрывающий частичный автомат S  и имеющий на-
именьшее возможное число внутренних состояний среди всех 
автоматов, покрывающих ,S  называется минимальным для .S  

Состояния q  и q'  частичного автомата S  называются со-
вместимыми, если для любого слова , применимого к состояни-
ям q  и ,q'  слова )( 'q,'S  и )( q,S  будут совместимы.  
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Множество попарно совместимых состояний автомата назы-
вается группой совместимости этого автомата.  

Группа совместимости называется максимальной, если при 
добавлении в неѐ любого состояния, она перестаѐт быть группой 
совместимости. 

Класс групп совместимости автомата S  называется группи-
ровкой, если любое состояние автомата S  попадает хотя бы в 
одну группу совместимости.  

Группировка, состоящая из всех максимальных групп совмес-
тимости данного автомата, называется максимальной группиров-
кой данного автомата. 

Группировка называется замкнутой, если для любой группы 
совместимости vQ  этой группировки, для любого символа вход-
ного алфавита a  и для любых состояний q  и q'  из группы со-
вместимости ,vQ  либо хотя бы одно из значений )( 'q, и 

)( q, не определено, либо )( 'q, и )( q, определены и из то-
го, что )( q,  принадлежит некоторой группе совместимости 

,wQ  следует, что и )( 'q, также принадлежит .Qw  

Задание 6.2.1 
Для слов :d,c,b,a  
1. Указать пары )( y,x  такие, что x  покрывает .y  
2. Указать все пары совместимых слов. 
3. Указать все пары несовместимых слов. 
4. Найти слово ,e  не попавшее в множество }{ d,c,b,a такое, 

что e  покрывает не менее двух слов из множества }.{ d,c,b,a  

Таблица 6.2.1 

№ a  b  c  d  

1 -10--0-1---0 1-0--11-10-0 -101-0- -11-0 --01-0--11-0 

2 1---01---1-- ---11-1--100 ---00-1--10 1--0011--101 

3 -01101--10-1 --1-0---10-- --1-0---01-- -011-1---0-1 

4 01-1-1-01-01 -1-1---0--0- 01---1--1-0- 01-1---001-- 
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Таблица 6.2.1 (окончание) 

№ a  b  c  d  

5 -1--01----01 0--1-1--1-0- 01-101-11-01 --101---1-0- 

6 0--1--1-00-- -1-1--1---1- -1---01--10- 01-1--1-0011 

7 --0-1--0--0- -10-11-0-100 0--0-0-1--11 -1--1--0--00 

8 01-1-0-10-11 -1-1--0---10 ---11-0-1--0 -1-11-0-1010 

9 01--01----1- ---11--0-010 ---10-1---10 01-101----10 

10 10--101-011- -0--10--01-- 1---1-1-1-1- 1---1-1-0-1- 

11 ---0--101-0- 0--1-010---1 --11--1-1-0- 0-11-0101-01 

12 --1-01--1-- --1-010-110- --1--10-01-- --1--10-1-0- 

13 -01---1-0-0- 1---1--00110 -010--1-0001 -0-0--1-0--1 

14 -1-010-0-011 -1-01--0--11 0--01--1--1- ---0-0-0--11 

15 1--01---00-1 1-1011--00-1 --10-1--00-- --1000---0-1 

16 -01---0-1--1 -01---0-1101 10--1-1---01 --1---0-1-0- 

17 1--0---1-1-1 --10--0-10-- -1-0--01-0-- -110--0110-1 

18 10-10-10-1-- --1-0-10-01- 10--0-1--1-- -0-1--10-1-- 

19 -1-011-01--1 -1-01--0---1 -1-0-0--10-0 ---0-1-0---1 

20 -1--0--01--1 10--0-1-1-0- -0--0--01-0- 10--0-101-01 

21 01---1-00--- 01--1---10-- 0-1-0--0-1-- 011-01-001-- 

22 010--01-1-00 -10--10-1--0 -10--0--1-0- 01---01-1--0 

23 ---01---10-1 1--01---00-- 11-011--00-1 -1-0-1--00-1 

24 -10--0--10-- --0-11--1-1- -10-10--101- --0-10---01- 

25 0-1110--01-0 0--11---0--- -1-00--10--0 --11-0--01-- 

26 0----111---0 0--1-111-0-0 -01--101-0-0 ---1-1-1-0-- 

27 10-10--011-1 101--01-10-0 1--10--01--1 -0-10----1-1 

28 10--0-10-1-1 0--10--011-0 -0-1--1--1-1 10-10-1011-1 

29 111--001-101 --11--00---1 11---0-1-10- 111-1101-001 

30 1--00--0---0 11-00-101-10 -1-0--1--11- 111-0-000-10 
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Пример решения задания 6.1.2 

Решим задание 6.1.2 для a  101- 01 - 0; b  11- - 1- 0 - ; 
c  - 0 - - 0- - 0;  d  1-1- -1- 0. 
1. Слово a  покрывает слово ,c  т. к. если первую, третью  

и шестую единицы слова a  заменить неопределѐнным символом 
―-‖, то получим слово .c  

Слово a  покрывает слово ,d  т. к. если второй и пятый символ 
слова a  заменить неопределѐнным символом ―-‖, то получим 
слово .d  

2. Совместимыми парами слов будут пары },{ c,a  },{ d,a  
},{ d,c  т. к. для каждой из этих пар слово a  покрывает каждое 

слово этой пары.  
Совместимой является также пара },{ d,b  т. к. существует сло-

во   f  111-1100, покрывающее как слово ,b  так и слово .d  
3. Парами несовместимых слов являются пары }{ b,a  и },{ b,c  

т. к. слова a  и c  имеют вторым символом 0, а слово b  имеет на 
втором месте 1.  

4. Примером слова e  может быть слово 101101-0, которое по-
крывает слова ,a c  и .d  

Задание 6.2.2 
Для частичного неинициального автомата, заданного таблич-

но, со множеством внутренних состояний {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, 
входным алфавитом }{ b,a и выходным алфавитом :}{ y,x   

1. Найти слово  длины не меньшей 7, такое, что  применимо 
к некоторому состоянию ,q  но любое слово, полученное из  
приписыванием справа одной буквы, не применимо к .q  

2. Построить максимальную группировку. 
3. Построить покрывающий автомат на основе максимальной 

группировки. 
4. Построить покрывающий автомат с помощью T  — алго-

ритма, убедиться, что каждый класс совместимости попадает  
в некоторый максимальный класс совместимости группировки, 
построенной в п. 2.  
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5. Проверить работу построенных различных автоматов над 
словом из п. 1. 

Таблица 6.2.2 

№ 1 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  ,2  x,  ––– ,2  x,  y,9  x,8  x,7  x,  

b  x,  ,6  x,1  y,  y,3  x,  y,  ––– ,6  

№ 2 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  ,2  x,4  ,4  x,3  y,6  x,  x,  x,7  ––– 

b  ––– x,  ,2  y,  y,6  ,5  x,  ,5  x,  

№ 3 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  x,  ,4  x,  ––– x,4  x,8  y,5  x,  

b  y,  y,7  ,3  ,7  y,5  x,  ,6  y,9  x,9  

№ 4 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  ––– ,1  x,4  ,5  y,4  x,7  y,6  x,  ,6  

b  x,3  x,  ,5  y,  ,9  y,  y,8  x,7  ––– 

№ 5 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  ,7  ––– ,3  x,  x,5  y,6  ,4  x,1  

b  x,  ,3  x,2  x,  x,4  y,7  ,7  ––– y,7  

№ 6 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  y,2  ,6  ––– x,4  y,6  x,  ,9  y,8  x,  

b  y,  y,3  ,6  x,3  y,3  y,6  ––– ,6  y,4  
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Таблица 6.2.2 (продолжение) 

№ 7 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  ––– x,  x,7  ,8  x,7  y,6  ––– x,8  

b  ,5  x,6  ,4  y,  y,4  x,  ,8  y,7  ,9  

№ 8 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  y,3  ,2  y,  x,5  y,5  ––– ,7  y,8  y,5  

b  ––– x,3  y,7  ,4  y,6  ,5  y,3  ,9  ,8  

№ 9 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  ,2  ––– ,4  x,3  y,5  x,  ,6  x,7  x,  

b  x,1  x,5  x,  y,5  y,  y,5  x,5  ,9  x,8  

№ 10 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  ,1  y,  ––– y,3  x,6  ,5  y,8  x,7  ––– 

b  x,2  ,5  x,2  x,9  x,  y,2  ––– ,5  x,8  

№ 11 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,4  ,5  x,3  ,9  y,3  x,6  y,  x,7  ,9  

b  ––– x,2  y,  x,  ,8  y,7  ––– ,2  x,8  

№ 12 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  y,2  ,1  y,2  x,  y,3  x,6  y,8  y,  ,5  

b  ––– y,4  ,3  ,4  ––– x,9  ,4  y,9  y,8  
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Таблица 6.2.2 (продолжение) 

№ 13 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  ,1  x,3  ,2  x,  ,5  y,  x,7  ,9  y,8  

b  x,2  ––– x,6  y,5  ,6  x,5  ––– y,3  x,  

№ 14 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  y,2  y,  ,6  ,4  y,7  y,3  x,7  y,  ,7  

b  ,3  y,  x,2  ––– ,6  ––– x,8  y,9  y,8  

№ 15 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,1  ,3  x,2  y,  x,6  ––– ,7  x,9  ––– 

b  y,  x,7  ––– x,4  ,4  x,4  ,4  ,7  x,6  

№ 16 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,1  y,  ––– y,3  ,2  y,9  y,7  y,9  ,7  

b  ,2  y,5  x,5  ––– ,4  x,  x,8  ––– y,8  

№ 17 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  ,2  x,1  x,  ,4  x,5  ,7  ––– x,7  y,  

b  x,4  ––– y,2  x,4  ,6  x,  x,6  y,5  ,8  

№ 18 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  ,2  y,1  x,5  ,2  ,6  x,  ,9  x,9  y,  

b  y,1  ,3  ––– x,5  x,4  ,7  x,6  y,  x,6  
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Таблица 6.2.2 (продолжение) 

№ 19 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,4  y,  x,7  ,5  x,8  ,7  y,2  x,  y,  

b  y,  ,4  x,9  y,9  y,  ––– x,8  ,9  x,5  

№ 20 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  y,  y,8  ,7  ,4  y,  x,4  ––– y,3  

b  y,  x,9  ––– x,5  x,6  y,7  y,  y,6  x,8  

№ 21 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  ,1  y,3  x,5  ,4  x,  y,3  x,6  y,  

b  x,  x,4  ––– ,2  x,3  ,3  y,8  ,8  y,4  

№ 22 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  ,5  x,9  ––– y,7  y,  x,2  y,8  ––– y,2  

b  x,3  x,  x,8  y,5  ,6  x,  ,5  y,9  ,3  

№ 23 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,3  ,8  ––– x,1  x,8  y,7  y,6  y,  ,9  

b  ,2  ,5  x,5  x,  ,2  y,  y,8  x,8  y,8  

№ 24 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  y,2  y,4  ,9  y,5  ,4  y,  y,9  ,3  x,8  

b  y,  ,3  y,2  ––– y,7  x,9  ,4  x,  y,9  
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Таблица 6.2.2 (окончание) 

№ 25 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  ––– x,3  y,  x,6  ,5  ––– x,  y,6  y,8  

b  x,  ––– ––– ,7  y,  y,2  x,  ,7  y,  

№ 26 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,  x,5  ––– ,9  y,6  x,4  ,6  ––– y,4  

b  y,  ,7  y,9  ––– ,1  ,8  y,6  x,  ––– 

№ 27 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  ,2  y,6  ,7  x,  ,2  x,5  ––– ,5  y,3  

b  ––– x,  x,4  y,1  ––– ,7  y,  y,6  ,1  

№ 28 

A   Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,4  ,7  x,  y,  x,2  x,  y,6  x,9  y,8  

b  ,2  x,1  x,5  y,7  ,3  x,6  y,  x,8  y,7  

№ 29 

A   Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  x,2  ,1  x,5  ,7  x,3  x,5  x,  ,9  ––– 

b  x,  y,5  y,1  ––– x,  y,1  y,4  x,7  y,8  

№ 30 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  ––– y,7  ,1  ,5  y,  y,5  x,1  y,7  y,  

b  y,4  y,  x,5  x,6  y,9  ––– x,3  y,  x,1  
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Пример решения задания 6.2.2 

Решим задание 6.2.2 для автомата, заданного своей таблицей 
состояний: 

Таблица 6.2.2а 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  ,2  x,3  ––– x,5  ––– ––– ,1  y,5  x,  

b  ––– y,  y,1  ––– x,6  x,  y,4  ––– ,6  

 
1. Построение слова  начнѐм ―с конца‖, т. е. сначала выберем 

в таблице клетку, в которой происходит переход в неопределѐн-
ное состояние, например, клетку ).3( ,a В третье состояние можно 
перейти из второго при появлении входного сигнала .a  Во второе 
можно перейти из первого при подаче на вход сигнала a  и т. д.  
В результате можно получить слово ,aaabaaa  причѐм авто-
мат над этим словом будем запускать из состояния 7. Проверим 
работу автомата над словом : 

 
 a  a  a  b  a  a  a  

7 1 2 3 1 2 3 – 

 – – x  y  – x  – 
 
Как видим, слово  применимо к состоянию 7, но любое сло-

во, полученное из  приписыванием справа хотя бы одного сим-
вола, не будет применимо к состоянию 7, т. к. при подаче по-
следнего символа слова  автомат, запущенный из 7 состояния, 
перешѐл в неопределѐнное состояние.  

2. Строим максимальную группировку. Сначала выявим с по-
мощью треугольной таблицы все пары совместимых состояний. 
Правило заполнения таблицы остаѐтся таким же, как и для всюду 
определѐнных автоматов. На первом этапе получим (табл. 6.2.2b). 
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Таблица 6.2.2b 

2 2 3        

3         

4 2 5 3 5       

5         

6         

7 1 2 1 3 1 4 1 5     

8 2 5      1 5  

9   1 6    4 6  

 1 2 3 4 5 6 7 8 
 

Потом, заметив, что клетка (2,5) зачѐркнута, ставим крест 
также и на клетку (1,4), куда попала пара (2,5). Таким же образом 
кресты получат и клетки (1,8), (2,4) и (3,7). Окончательно имеем 
(табл. 6.2.2с): 

Таблица 6.2.2с 

2 2 3        

3         

4 2 5 3 5       

5         

6         

7 1 2 1 3 1 4 1 5     

8 2 5      1 5  

9   1 6    4 6  

 1 2 3 4 5 6 7 8 

 

Итак, каждой незачѐркнутой клетке таблицы соответствует 
пара совместимых состояний.  
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Построение максимальной группировки проведѐм по алгорит-
му, содержащему количество шагов, равным числу внутренних 
состояний автомата: 

а) на нулевом шаге выписываем все состояния, объединяя их  
в один класс; 

б) на i -том шаге просматриваем i -ый столбец треугольной 
таблицы.  

Если какой-либо класс внутренних состояний, полученный на 
предыдущем шаге, не содержит состояния с номером ,i то этот 
класс переписываем без изменений.  

Если класс содержит i -e состояние, но все остальные состоя-
ния этого класса совместимы с i -тым, то этот класс также пере-
писывается без изменений.  

Если класс содержит i -е состояние вместе с состояниями,  
несовместимыми с i -м, то этот класс делится на две части: одна 
получается из этого класса удалением состояния с номером ,i   
а другая — удалением из этого класса всех состояний, не совмес-
тимых с i -ым.  

Если на каком-то шаге образуется два класса, один из которых 
является собственным подмножеством другого, то меньший уда-
ляется из рассмотрения.  

В результате работы этого алгоритма получается максималь-
ная группировка.  

Применим алгоритм к нашему примеру. Работа алгоритма бу-
дет состоять из 9 шагов. Выпишем классы, получающиеся на ка-
ждом шаге: 

0) {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. 
1) {2,3,4,5,6,7,8,9}, {1,2,3,5,6,7,9}. 
2) {3,4,5,6,7,8,9}, {2,3,7,9}, {1,3,5,6,7,9}, {1,2,3,7,9}.  
3) {4,5,6,7,8,9}, {3,4,8,9}, {1,5,6,7,9}, {1,3,9}, {1,2,7,9}, 

{1,2,3,9}. 
4) {5,6,7,8,9}, {4,5,6,7,9}, {3,8,9}, {3,4,9}, {1,5,6,7,9}, {1,2,7,9}, 

{1,2,3,9}. 
5) {6,7,8,9}, {5,6,8,9}, {4,6,7,9}, {4,5,6,9}, {3,8,9}, {3,4,9}, 

{1,6,7,9}, {1,5,6,9}, {1,2,7,9}, {1,2,3,9}. 
6) {7,8,9}, {6,8,9}, {5,6,8,9}, {4,7,9}, {4,6,9}, {4,5,6,9}, {3,8,9}, 

{3,4,9}, {1,7,9}, {1,6,9}, {1,5,6,9}, {1,2,7,9}, {1,2,3,9}. 
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7) {7,8,9}, {5,6,8,9}, {4,7,9}, {4,5,6,9}, {3,8,9}, {3,4,9}, {1,6,9}, 
{1,5,6,9}, {1,2,7,9}, {1,2,3,9}. 

8) {7,9}, {7,8}, {5,6,9}, {5,6,8}, {4,7,9}, {4,5,6,9}, {3,9}, {3,8}, 
{3,4,9}, {1,6,9}, {1,5,6,9}, {1,2,7,9}, {1,2,3,9}. 

Заметим, что на втором, третьем, шестом и восьмом шагах 
происходило удаление классов, являющихся собственными под-
множествами некоторых других классов. В результате получена 
максимальная группировка:  

{{7,8}, {5,6,8}, {4,7,9}, {4,5,6,9}, {3,8}, {3,4,9}, {1,5,6,9}, 
{1,2,7,9}, {1,2,3,9}}. 

3. Обозначим группы совместимости: 
1' = {7,8}; 2' = {5,6,8}; 3' = {4,7,9}; 4' = {4,5,6,9}; 5' = {3,8};  
6' = {3,4,9}; 7' = {1,5,6,9}; 8' = {1,2,7,9}; 9' = {1,2,3,9}. 
Построим автомат 1S  с входным алфавитом },{ b,a выходным 

алфавитом { , }x y  и множеством внутренних состояний 
{1',2',3',4',5',6',7',8',9'} на основе исходного частичного автомата. 

Для построения таблицы состояний покрывающего автомата 
поступаем следующим образом:  

чтобы найти значение функции выхода, например, на наборе 
),1( ',a  смотрим значения функции выхода исходного автомата на 

наборах )7( ,a  и ).8( ,a  Видим, что )7( ,a  не определена, и 
.)8( y,a  Значит, считаем, что .)1( y',a   

Для нахождения значения )1( ',a отметим, что исходный ав-
томат из состояний 7 и 8 при подаче входного символа a  пере-
ходит в 1 и 5 состояния, которые попали в класс 7'. Значит, будем 
считать, что 7'.)1( ',a   

Продолжая аналогично, построим таблицу состояний покры-
вающего автомата 1.S  

Таблица 6.2.2d 

A          Q 1' 2' 3' 4' 5' 6' 7' 8' 9' 

a  y,'7  y,'4  x,'7  x,'7  y,'7  x,'7  x,'8  x,'8  x,'9  

b  y,'4  x,'2  y,'4  x,'7  y,'7  y,'7  x,'7  y,'4  y,'7  
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4. Рассмотрим T -алгоритм построения покрывающего ав- 
томата: 

а) Выявляем все пары совместимых состояний (например, с по-
мощью треугольной таблицы). 

б) Выписываем все состояния автомата в порядке возрастания 
индексов. Вычѐркиваем все состояния, несовместимые с первым, 
выбираем следующее по порядку возрастания индексов невы-
черкнутое состояние, зачѐркиваем все состояния, несовместимые 
с ним, и т. д. В результате получим некоторую группу совмести-
мости.  

Составляем из вычеркнутых состояний список по порядку 
возрастания номеров и проделываем с ним ту же последователь-
ность действий, что была описана в предыдущем абзаце. 

Если мы повторим эту процедуру до тех пор, пока это воз-
можно, получим группировку. 

в) Начинаем строить покрывающий автомат, в котором каж-
дой группе совместимости соответствует некоторое внутреннее 
состояние. Если группировка замкнута, такое построение воз-
можно, и полученный автомат будет искомым.  

Если группировка не замкнута, строим на еѐ основе замкну-
тую группировку, расширяя, в случае необходимости, группы 
совместимости или добавляя новые группы совместимости. 

После получения замкнутой группировки строим покрываю-
щий автомат, сопоставляя каждой полученной группе совмести-
мости внутреннее состояние автомата.  

Применим T -алгоритм к нашему автомату. Пары совмести-
мых состояний у нас уже найдены, поэтому сразу переходим к п. б) 
алгоритма. Напишем полученную последовательность групп со-
стояний:  

1 2 3 4 5 6 7 8 9, 4 5 6 7 8, 7 8.  
Итак, найдена группировка: {{1,2,3,9}, {4,5,6}, {7,8}}. 
Проверим группировку на замкнутость, пробуя построить ав-

томат 2S  с входным алфавитом },{ b,a  выходным алфави- 
том }{ y,x  и множеством внутренних состояний {1'',2'',3''}, где 
1''={1,2,3,9}; 2''={4,5,6}; 3''={7,8}. 
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Видим, что при подаче на вход сигнала b  исходный автомат 
переходит из состояний 1, 2, 3 и 9 либо в неопределѐнное состоя-
ние, либо в 1 или 6. Состояния 1 и 6 вместе не входят ни в какую 
группу совместимости построенной группировки, и группу 2'' 
нельзя расширить, добавив в неѐ состояние 1, т. к. оно несовмес-
тимо с состоянием 4, вошедшим в 2''.  

Итак, добавим новое состояние 4''= {1,6}. 
Далее видим, что из состояний 7 и 8 под действием сигнала a  

исходный автомат переходит в состояния 1 и 5, которые также не 
вошли ни в одну группу совместимости построенной группиров-
ки. Заметим, что состояния 1, 5 и 6 совместимы, поэтому группа 
4''={1,6} может быть расширена добавлением состояния 5, зна-
чит, 4'' примет вид 4''={1,5,6}. 

Заметим, что при подаче сигнала a  из состояний 1, 5, 6 ис-
ходный автомат переходит либо в неопределѐнное состояние, 
либо во 2 состояние, а при подаче b  — либо в неопределѐнное 
состояние, либо в состояние 6. Каждое из этих состояний входит 
в одну из новых групп совместимости. Значит, построенная груп-
пировка замкнута. Строим таблицу автомата 2S ( табл. 6.2.2е). 

Таблица 6.2.2е 

A      Q 1'' 2'' 3'' 4'' 

a  x,''1  x,''2  y,''4  ,''1  

b  y,''4  x,''2  y,''2  x,''4  

 
Заметим, что 1' = {7,8}  9' = {1,2,3,9}; 2'' = {4,5,6}  4' = 

= {4,5,6,9};  
3'' = {7,8}  1' = {7,8}; 4'' = {1,5,6}  {1,5,6,9}. 
Итак, мы убедились, что каждый класс совместимости попа-

дает в максимальный класс совместимости группировки, постро-
енной в п. 2. 

5. Проверим работу полученных автоматов над словом  из  
п. 1 данного задания.  
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Так как 7 1', автомат 1S  надо запускать из состояния 1'.  
 

 a  a  a  b  a  a  a  

1' 7' 8' 8' 4' 7' 8' 8' 

 y  x  x  y  x  x  x  

  
Заметим, что слово ,xxxyxxy  полученное в результате рабо-

ты автомата 1 ,S  запущенного из состояния 1' над словом , по-
крывает слово ,x y x полученное в результате работы ис-
ходного автомата, запущенного из состояния 7 над . 

 Так как 7 3'', автомат 2S  будем запускать из состояния 3''. 
 

 a  a  a  b  a  a  a  

3'' 4'' 1'' 1'' 4'' 1'' 1'' 1'' 

 y  – x  y  – x  x  

  
Также видим, что слово ,y x y x x  полученное в результате 

работы автомата 2 ,S  запущенного из состояния 3'' над словом , 
покрывает слово ,x y x  полученное в результате работы 
исходного автомата, запущенного из состояния 7 над . 

 
 

6.3. Реализация  
          автоматов схемами 

Функциональным элементом называется  уст-
ройство, имеющее n упорядоченных отрезков 
вверху, которые называются входами, и один 
отрезок внизу, называемый выходом функцио-
нального элемента.  

Функциональный элемент изображается так: 

E 

… 
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На входы функционального элемента могут подаваться сигна-
лы двух типов, причѐм при подаче набора сигналов на входы 
элемента задержки, на выходе мгновенно возникает сигнал одно-
го из этих типов, причѐм каждый набор входных сигналов одно-
значно определяет значение выходного сигнала.  

Элементом задержки называется конечный автомат, имею-
щий два внутренних состояния, входной и выходной алфавиты 
которого имеют по два символа и совпадают, и который осуще-
ствляет задержку входного сигнала на один такт времени.  

Элемент задержки изображается так: 
Верхний отросток называется входом, а нижний —  

выходом элемента задержки.  
Полюсами называется упорядоченный набор кружков, 

помеченных символами различных переменных. 
 Схема из функциональных элементов 

и элементов задержки определяется ин-
дуктивно: 

а) совокупность полюсов (кружков, 
помеченных символами переменных) 
есть схема; все полюсы являются еѐ вершинами; 

б) результат присоединения к вершинам схемы всех входов 
некоторого элемента (функционального элемента или элемента 
задержки) есть схема; вершинами новой схемы являются все 
вершины исходной схемы и выход присоединѐнного элемента,  
а полюсами — все полюсы исходной схемы; 

 

 
в) результат присоединения выхода задержки к некоторо- 

му полюсу ix  есть схема; еѐ вершинами являются все вершины 

. . . 

б1) 

. . . 

б2) в) 

Е 
… … 

З 
… … 

З 
… … 

З 

. . . 
xi xp xk 

a) 
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исходной схемы, за исключением ,ix  а полюсами — все полюсы 
исходной схемы, кроме .xi  Операция, соответствующая пункту в), 
называется введением обратной связи. 

 

Задание 6.3.1 
1. Построить таблицу состояний автомата, осуществляющего 

автоматное отображение  в .  
2. Провести минимизацию, построить диаграмму состояний 

минимизированного автомата, проверить работу полученного 
автомата над словом . 

3. Провести кодировку в двоичные коды символов входного  
и выходного алфавитов, множества внутренних состояний авто-
мата, написать ―физическую‖ таблицу состояний минимизиро-
ванного автомата. 

4. Построить минимальные ДНФ, реализующие функции пе-
реходов и функцию выхода автомата. 

5. Построить схему из функциональных элементов типа конъ-
юнкция, дизъюнкция, отрицание и элементов задержки, реали-
зующих данный автомат. 

Замечание. Если схема получается сложная, можно реализо-
вать отдельно схемами функции переходов и выхода и изобра-
зить блок — схему автомата. 

Таблица 6.3.1 

№    №   

1 abbacccab uppuupppu  8 caacaabbb  puuppuupp 

2 bacaabacb  upuppuppu  9 baccabbcc  ppuuuppup 

3 caaabcbba  uppuupupu  10 caabcbacb upupppuuu 

4 acbcacbbc  upppupuup  11 baaccbaaa  puuuupppp 

5 cacabbbac uppuuppuu  12 accbbccab  upuppuupu 

6 baabccbcc  pupuupppu  13 caabbbaca  puuupuupu 

7 bacaaccba  puuupuupp  14 bcaccbbba  upuppuuup 
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Таблица 6.3.1 (окончание) 

№    №   

15 ababbcccb uuppupupp  23 acbbbbcca  pupupuupu 

16 bcbaaccbb  pupuupppu  24 bacbbcaba  upupppuup 

17 abbccaabc  upppupppu  25 abbcabcaa puuppuuup 

18 baabcbbac  puuupupuu  26 cbcbaabcc  ppuupuppp 

19 acbccbabc  upupuppuu  27 aaccbcacb  uuupuupup 

20 baaccbabc puuppuppp  28 bbbcbabac  ppuuppuup 

21 cabcbcbaa upupupppu  29 aabacabba  ppppuppuu 

22 bcbabccba  pupuupppp  30 aabbbcaac ppuupuppu 

 
Пример решения задания 6.3.1 

Решим задание 6.3.1 для  = ,abccbbbac   = uupuppupp. 
1. Строим таблицу состояний инициального частичного авто-

мата, осуществляющего автоматное отображение  в . Автомат 
будет иметь входным алфавитом множество { , , },a b c  выходным 
алфавитом — множество }{ p,u  и число состояний, равное коли-
честву символов в словах  и . Будем обозначать состояния ав-
томата цифрами от 1 до 9.  

Функцию переходов зададим следующим образом:  
2,)1( ,a  )1( ,b  и )1( ,c  не определены. В дальнейшем, если 

kx,...,xx 21  9)(k  — начало слова , то 1,)( kk,xk  в осталь-
ных случаях )( k,xk  не определена. 

Функцию выходов зададим так: если kx,...,xx 21  9)(k   начало 
слова , то ,)( kk yk,x  где ky  — k -й символ слова ; в осталь-
ных случаях )( k,xk  не определена.  

Получим таблицу состояний автомата (табл. 6.3.1а). 
2. Сначала строим треугольную таблицу для нахождения пар 

совместимых состояний (табл. 6.3.1b). 
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Таблица 6.3.1а 

A    Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a  u,2  ––– ––– ––– ––– ––– ––– p,9  ––– 

b  ––– u,3  ––– ––– p,6  p,7  u,8  ––– ––– 

c  ––– ––– p,4  u,5  ––– ––– ––– ––– p,  

 

Таблица 6.3.1b 

2         

3         

4         

5         

6     6 7    

7  3 8       

8         

9         

 1 2 3 4 5 6 7 8 

 
Проведѐм минимизацию с помощью T -алгоритма: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9,  4 5 6 8, 6.  

Обозначим:  1' = {1,2,3,7,9}; 2' = {4,5,8};  3' = {3,6,8}. 
Строим таблицу покрывающего автомата (табл. 6.3.1с): 
Проверим работу полученного автомата на словом : 

Таблица 6.3.1c 

A                 Q 1' 2' 3' 

a  p,'1  p,'1  p,'1  

b  u,'3  p,'3  p,'1  

c  p,'2  u,'2  p,'2  
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Проверим работу полученного автомата над словом : 

 a  b  c  c  b  b  b  a  c  

1' 1' 3' 2' 2' 3' 1' 3' 1' 2' 

 u  u  p  u  p  p  u  p  p  

 
3. Проведѐм кодировку двоичными кодами символов входного 

и выходного алфавитов, символов множества внутренних состоя-
ний автомата: 

a  – 00, b  – 01, c  – 11, u  – 0, p  – 1, 

1' – 00, 2' – 01, 3' – 11. 
Запишем ―физическую‖ таблицу состояний автомата, т. е. таб-

лицу состояний, в которой символы состояний, символы входно-
го и выходного алфавитов заменены их двоичными кодами:  

Таблица 6.3.1d 

 '' qq 21  

21xx  

00 01 11 

00 00,0 00,1 00,1 

01 11,0 11,1 00,1 

11 01,1 01,0 01,1 

 
4. Будем рассматривать эту таблицу как сводную таблицу двух 

функций переходов 1 2, ,q q  соответствующих старшим и младшим 
разрядам двоичных кодов состояний и функции выхода у, кото-
рые зависят от четырѐх переменных .q,q,x,x ''

2121  
Для каждой из этих функций найдѐм минимальную ДНФ с по-

мощью карт Карнау.  
Запишем в карту Карнау таблицу значений функции 1 ,q  выписав 

значения старших разрядов двоичных кодов состояний автомата, 
взятые из ―физической‖ таблицы переходов, заменяя значения, на 
которых 1q  не определена, прочерками (табл. 6.3.1е). 
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Таблица 6.3.1e 

 '' qq 21  

21xx  

00 01 11 10 

00 0 0 0 – 

01 1 1 0 – 

11 0 0 0 – 

10 – – – – 

 
Имеем: 1211 qxxq . 
Аналогично, построим карту Карнау для функции q2 (табл. 6.3.1f). 

Таблица 6.3.1f 

 '' qq 21  

21xx  

00 01 11 10 

00 0 0 0 – 

01 1 1 0 – 

11 1 1 1 – 

10 – – – – 

 
Получаем: 1212 qxxq . 
Строим карту Карнау для функции выхода (табл. 6.3.1g).  

Таблица 6.3.1g 

 '' qq 21  

21xx  

00 01 11 10 

00 0 1 1 – 

01 0 1 1 – 

11 1 0 1 – 

10 – – – – 



Конечные автоматы 291 

Имеем: 21211 qxqxqy . 

Итак, 1211 qxxq , 1212 qxxq , 21211 qxqxqy . 
5. Строим схему из функциональных элементов типа конъюн-

кция, дизъюнкция, отрицание и элементов задержки. 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
      
 
 
 

 
 

Задание 6.3.2 
1. Удалить из данной схемы задержки и написать формулы 

для функций 1 2 3, , , .q q q y  
2. Построить таблицы для функций, найденных в п. 1. 
3. Свести таблицы, найденные в п. 2, в одну, провести кодировку. 
4. Провести минимизацию автомата. 
5. Для минимального автомата провести обратную кодировку, 

написать ―физическую‖ таблицу переходов и выхода. 
6. С помощью карт Карнау написать формулы функций пере-

хода и выхода. 
7. Реализовать найденные функции схемами из функциональ-

ных элементов типа конъюнкция, дизъюнкция и отрицание. 
8. Изобразить схему из функциональных элементов типа 

конъюнкция, дизъюнкция, отрицание и задержек, реализующую 
минимальный конечный автомат.  

x1 x2 

З1 З2 

y 
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Таблица 6.3.2 

 
 
 
 
 
1 

  
 
 
 
 
2 

 

 
 
 
 
 
3 

  
 
 
 
 
4 

 

 
 
 
 
 
5 

  
 
 
 
 
6 

 

y 

x 

З1 З2 З3 

x 

   

y 

З1 З2 З3 

 

x 

   З1 З2 З3 

y 

x 

   

 

З1 З2 З3 

y 

x 

   

 

З1 З2 З3 

y 

x 

   

 

З1 З2 З3 

y 
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Таблица 6.3.2 (продолжение) 

 
 
 
 
 
7 

  
 
 
 
 
8 

 

 
 
 
 
 
9 

  
 
 
 
 
10 

 

 
 
 
 
 
11 

  
 
 
 
 
12 

 

x 
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y 



Глава 6 294 

Таблица 6.3.2 (продолжение) 

 
 
 
 
13 

  
 
 
 
14 

 

 
 
 
 
 
15 

  
 
 
 
 
16 

 

 
 
 
 
 
17 

  
 
 
 
 
18 
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Таблица 6.3.2 (продолжение) 
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Таблица 6.3.2 (окончание) 

 
 
 
 
 
25 
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27 

  
 
 
 
 
28 

 

 
 
 
 
 
29 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
30 
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Пример решения задания 6.3.2 
 
Решим задание 6.3.2 для данной схемы (рис. 6.3.2): 

                                                      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
1. Удалим задержки (рис. 6.3.2, а), введѐм три новых полюса 

' '
1 2,q q  и '

3 ,q  соответствующих выходам задержек, а входам за-
держек будут соответствовать вершины 1 ,q 2q  и 3q . Проведѐм 
анализ схемы, напишем формулы для функций 1 2 3, ,q q q  и .y   

;11
'qxq  ;2 xq  ;033 xqxq  .21

'' qqxy  

 
2. Напишем таблицы найденных функций. 
Таблица для 'qxq 11  (табл. 6.3.2а). 

Таблица 6.3.2а 

  ''' qqq 321  
x  

000 001 010 011 100 101 110 111 

0 0 0 0 0 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 

 

   

 

З1 З2 З3 

y 

Рис. 6.3.2 

  

 

x 

q'
1 q'

2 q'
3 

y 

Рис. 6.3.2, а 
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Таблица для xq2  (табл. 6.3.2b). 
Таблица 6.3.2b 

 ''' qqq 321  
x  

000 001 010 011 100 101 110 111 

0 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 

 

Таблица для '' qqxy 21  (табл. 6.3.2c). 
Таблица 6.3.2c 

''' qqq 321  
x  

000 001 010 011 100 101 110 111 

0 0 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 

 
3. Сведѐм построенные таблицы в одну (табл. 6.3.2d). 

Таблица 6.3.2d 

''' qqq 321  

x  
000 001 010 011 100 101 110 111 

0 010,0 010,1 010,1 010,1 110,1 110,1 110,1 110,1 

1 100,1 100,1 100,1 100,1 100,1 100,1 100,1 100,1 
 

Закодируем наборы значений :321
''' qqq   

000 – 1;      001 – 2;     010 – 3;       011 – 4;      100 – 5;  
101 – 6;      110 – 7;     111 – 8. 
Перепишем сводную таблицу, заменяя трѐхразрядные двоич-

ные наборы их кодами (табл. 6.3.2е). 

 Таблица 6.3.2е 

 Q  
x   1 2 3 4 5 6 7 8 

0 2,0 2,1 2,1 2,1 7,1 7,1 7,1 7,1 

1 5,1 5,1 5,1 5,1 5,1 5,1 5,1 5,1 
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4. Минимизируем полученный автомат по числу внутренних 
состояний. Строим треугольную таблицу (табл. 6.3.2f). 

Таблица 6.3.2f 

2  
 

      

3   
 

      

4  
 

 
 

  
 

    

 
5 

  
2 7 

 

 
2 7 

 

 
2 7 

 

   

 
6 

  
 

 
2 7 

 

 
2 7 

 

 
2 7 

 

   

 
7 

  
 

 
2 7 

 

 
2 7 

 

   

 
8 

  
2 7 

 

 
2 7 

 

 
2 7 

 

 
 

  
 

 1 2 3 4 5 6 7 
Из построенной таблицы видно, 

что все состояния, кроме первого, 
эквивалентны между собой. Запи-
шем классы эквивалентности: 1' = 
{1}; 2' = {2,3,4,5,6,7,8}. Изобразим 
таблицу состояний минимального 
автомата (табл. 6.3.2g). 

5. Проведѐм обратную кодировку:  
1' — 0; 2' — 1, запишем ―физиче-

скую‖ таблицу состояний автомата 
(табл. 6.3.2h). 

6. Ввиду простоты примера, нет 
необходимости использовать карты 
Карнау, функция перехода — тож-
дественная единица, которая может 

Таблица 6.3.2h 

x        'q  0 1 

0 1,0 1,1 

1 1,1 1,1 

 

Таблица 6.3.2g 

x        'q  1' 2' 

0 2',0 2',1 

1 2',1 2',1 
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быть реализована формулой xxq , функция выхода описыва-
ется формулой qxy . 

7—8. Изобразим схему из функциональных элементов и за-
держек, реализующую минимальный автомат (рис. 6.3.2, б). 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

6.4. Распознавание множеств  
          автоматами 

 

Автоматом Мура называется пятерка ( , , , , ),S A Q V  где 
}{ n1 a,...,aA  — входной алфавит; }{ 1 mq,...,qQ  — множество 

внутренних состояний; }{ 1 kv,...,vV  — выходной алфавит;  
QQA:  — функция переходов; VQ:  — функция 

отметок. 

x 

y 

З 

Рис. 6.3.2, б 
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Автоматом без выхода называется пятерка 1( , , , , ),S A Q q F  
где }{ n1 a,...,aA  — входной алфавит; }{ 1 mq,...,qQ  — множе-
ство внутренних состояний; QQA:  — функция перехо-
дов;  Qq1  — начальное состояние; QF  — множество 
заключительных состояний. 

Событием называется множество E  такое, что *,E A  где 
*A  — множество слов в алфавите .A  
Элементарным событием называется слово, состоящее из од-

ной буквы. 
Событие E  представимо автоматом без выхода ,S  если ав-

томат при работе над словом  переходит в одно из своих заклю-
чительных состояний тогда и только тогда, когда  принадлежит .E   

Конкатенацией слов  и  называется слово, полученное из 
данных слов выписыванием всех символов слова , а затем — 
всех символов слова .  

Конкатенацией событий 1E  и 2E  называется событие 

1 2 ,E E  которое определятся так: 112121 { E|EE   и 
.E }22   

Итерацией события E  называется событие *,E  определяю-
щееся так: 3* { ... ...},kE e E EE E E  где e  — пус-

тое слово,  
k

k E...EEE  — регулярная степень.  

Регулярным называется событие, которое может быть полу-
чено из элементарных событий с помощью применения конеч-
ного числа раз операций конкатенации, объединения и ите- 
рации. 

Источником будем называть ориентированный граф, в ко- 
тором: 

1) выделено некоторое множество начальных вершин и неко-
торое множество конечных вершин, имеющих, возможно, непус-
тое пересечение; 
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2) над каждым ребром графа стоит или буква из входного ал-
фавита, или пустое слово. 

Источник H представляет событие ,E  если E  состоит  
из тех и только тех слов, которые соответствуют всем марш- 
рутам из начальных вершин источника в заключительные вер-
шины.  

Исток — вершина, из которой дуги только выходят; сток — 
вершина, в которую дуги только заходят. 

Детерминированный источник — источник, имеющий ровно 
одну начальную вершину, не имеющий пустых рѐбер, причѐм для 
любой вершины h  источника и любого символа a  входного ал-
фавита существует единственная дуга, выходящая из вершины h  
и помеченная символом .a  

Недетерминированным автоматом называется пятерка 
1( , , , , ),HS A Q q F  где }{ n1 a,...,aA — входной алфавит; 

}{ 1 mq,...,qQ  — множество внутренних состояний; 
)(: QPQAH  — функция переходов, где )(QP  —  

множество всех подмножеств множества ;Q  Qq1  — на- 
чальное состояние; QF  — множество заключительных со-
стояний. 

 
 
 

Задание 6.4.1 

1. Написать таблицу состояний данного автомата. 
2. Считая автомат неинициальным, построить зквивалентный 

автомат Мура. Проверить работу данного и построенного авто-
матов над одним и тем же словом. 
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Таблица 6.4.1  

№ Автомат 

1 

 

 

 

2 

 

 

3 

 

4 

 

 

 
 
 
 

1 2 3 4 a,0 

a,0 

a,1 

a,1 b,1 
b,0 

b,0 

b,0 

1 2 3 4 
a,0 

a,0 
a,1 

a,1 

b,1 

b,0 

b,1 
b,0 

1 2 3 4 
a,0 

a,0 

a,1 

a,1 b,1 b,0 b,1 

b,0 

1 2 3 4 
a,0 

a,0 

a,1 
a,0 

b,1 
b,0 

b,0 

b,0 
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Таблица 6.4.1 (продолжение)  

№ Автомат 

5 

 

 

6 

 

7 

 

8 

 

 
 
 

1 2 3 4 
a,0 

a,0 
a,1 

a,1 

b,1 

b,0 b,1 

b,0 

1 2 3 4 
a,0 

a,0 

a,1 a,0 

b,1 

b,0 

b,1 
b,0 

1 2 3 4 
a,0 

a,0 

a,1 

a,0 

b,0 b,0 

b,1 b,0 

1 2 3 4 
a,0 

a,0 

a,1 

a,1 b,0 

b,0 

b,0 

b,0 
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Таблица 6.4.1 (продолжение)  

№ Автомат 

9 

 

10 

 

 

 

 

11 

 

12 

 

 
 
 

1 2 3 4 

a,0 

a,0 

a,1 
a,0 

b,1 b,0 
b,1 

b,0 

1 2 3 4 
a,0 

a,0 

a,1 
a,0 

b,1 

b,0 

b,1 
b,0 

1 2 3 4 
a,0 a,0 

a,1 
a,1 

b,1 

b,0 

b,1 

b,0 

1 2 3 4 

a,0 

a,0 a,0 

a,1 

b,1 

b,0 

b,1 

b,0 
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Таблица 6.4.1 (продолжение)  

№ Автомат 

 
 
 

13 

 

 
 
 

14 

 

 
 
 

15 

 
 
 
 

 
 
 

16 

 

 
 
 

1 2 3 4 
a,0 

a,0 a,1 

a,0 
b,1 

b,1 b,1 

b,0 

1 2 3 4 

a,0 

a,0 
a,1 

a,0 

b,1 

b,0 

b,1 

b,1 

1 2 3 4 
a,1 

a,0 
a,1 

a,1 

b,0 
b,0 

b,1 b,0 

1 2 3 4 
a,0 

a,0 

a,1 

a,1 

b,1 

b,0 

b,1 

b,0 
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Таблица 6.4.1 (продолжение)  

№ Автомат 

17 

 

18 

 

19 

 

20 

 

 

 

 

 
 
 
 

1 2 4 3 

a,0 

a,0 a,1 

a,1 

b,1 

b,0 

b,1 

b,0 

1 3 2 4 
a,0 

a,0 a,1 

a,1 
b,1 

b,0 b,1 
b,0 

1 2 3 4 a,0 a,0 

a,1 

a,0 

b,1 

b,0 
b,1 

b,0 

1 2 3 4 
a,0 a,0 

a,1 a,1 b,1 
b,0 b,1 

b,0 
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Таблица 6.4.1 (продолжение)  

№ Автомат 

 
 
 

21 

 

 
 
 

22 

 

 
 
 

23 

 

 
 
 

24 

 

 
 
 
 

1 2 3 4 
a,0 

a,0 

a,1 

a,1 

b,1 
b,0 

b,1 

b,0 

1 4 3 2 

a,0 

a,0 a,1 
a,1 

b,1 

b,0 

b,0 

b,0 

1 2 3 4 
a,1 

a,0 

a,1 a,1 

b,1 
b,0 

b,0 b,0 

1 2 3 4 
a,1 

a,0 

a,1 

a,0 
b,1 

b,0 
b,1 

b,0 
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Таблица 6.4.1 (продолжение)  

№ Автомат 

 
 
 

25 

 
 
 
 

 
 
 

26 

 

 
 
 

27 

 

 
 
 

28 

 

 
 
 

1 2 3 4 
a,0 

a,0 

a,1 
a,1 

b,1 

b,0 
b,1 

b,0 

1 2 3 4 
a,0 

a,0 

a,1 
a,1 

b,0 

b,0 

b,1 

b,0 

1 2 3 4 
a,0 

a,1 

a,1 
a,1 

b,1 

b,0 b,1 b,0 

1 2 3 4 
a,0 

a,0 
a,1 a,0 

b,1 b,1 

b,1 
b,0 
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Таблица 6.4.1 (окончание)  

№ Автомат 

 
 
 

29 

 

 
 
 

30 

 
 
 
 

 
Пример решения задания 6.4.1  

Решим задание 6.4.1 для автомата, заданного своей диа-
граммой состояний: 

 
 

 
 
 
 
 
 

Изобразим таблицу данного автомата (табл. 6.4.1а). 
Таблица 6.4.1а 

A              Q 1 2 3 4 

a  3,0 3,0 4,0 3,1 

b  2,0 2,1 1,0 4,1 

1 2 3 4 

a,0 

a,0 

a,1 

a,0 

b,1 

b,0 b,1 

b,0 

1 2 3 4 
a,1 

a,0 
a,1 

a,1 b,0 

b,0 b,1 

b,0 

1 2 3 4 
a,0 a,0 

a,0 

a,1 

b,1 b,0 

b,1 

b,0 
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По данному неинициальному автомату Мили S  строим экви-
валентный ему автомат Мура 'S  следующим образом:  

автомат 'S  содержит 4 . 2 + 4 = 12 состояний, каждое из кото-
рых мы будем помечать двумя символами. Состояния автомата 

'S  обозначим так: *1,*2, *3, *4, 1,a 1,b 2,a 2,b 3,a 3,b 4,a .b4   
Функция отметок  на состояниях *1, *2, *3, *4 не определена, 

а еѐ значения на состояниях 1,a 1,b …, 4b  задаются с помощью 
функции выходов  автомата :S  ( ) ( , ),ui u i  где 1 4,i  

.b,au }{   
То есть ,...,,aa 0)1(1)( .,bb 1)4(4)(  
Функция переходов ' на состояниях, содержащих в изображе-

нии символ *, определяется так: '( , ) ,u i ui  { , },u a b  .i 41   
В остальных случаях первый символ имени нового состояния 

совпадает со считываемым символом входного алфавита, а вто-
рой символ имени нового состояния определяется с помощью 
функции переходов  автомата :S  '( , ) ,u vi uj  где , { , },u v a b  

.i,vj )(  
Получим: '( , 1) 1,a a '( , 1) 2,b a b  т. к. ( ,1) 2,a  и т. д.  
Запишем таблицу состояний полученного автомата Мура.  

Таблица 6.4.1b 

 – – – – 0 0 0 1 0 0 1 1 

 A    Q   *1 *2 *3 *4 1a  1b  2a  2b  3a  3b  4a  4b  

a  1a  2a  3a  4a  3a  2a  3a  2a  4a  1a  3a  4a  

b  1b  2b  3b  4b  3b  2b  3b  2b  4b  1b  3b  4b  

 
Проверим работу исходного автомата над словом ,baaba  за-

пустив его из 2 состояния: 

 b  a  a  b  a  

2 2 3 4 4 3 

 1 0 0 1 1 
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Построенный автомат Мура запускаем из состояния *2: 
 

 b  a  a  b  a  
 *2 2b  2a  3a  4b  4a  

 1 0 0 1 1 
 
Как видим, результаты работы обоих автоматов совпали.  

Задание 6.4.2 
1. Построить диаграмму автомата без выхода, представляю-

щего конечное событие ,E  используя, по возможности, меньшее 
число внутренних состояний. 

2. Изобразить найденный автомат таблицей переходов, отме-
тив в ней заключительные состояния. 

3. Минимизировать построенный автомат или убедиться, что 
построенный автомат — минимальный. 

4. Проверить работу полученного автомата над словом из 
множества E  и над словом, не попавшим в .E  

Таблица 6.4.2 

№ E   № E  
1 ,bbb ,abb ,baba baaa   13 ,aaba ,bab ,aaa bbaba  

2 ,abab ,aa ,abb bbab   14 ,aba ,bba ,aaba bab  

3 ,aaab ,abab ,baa aab   15 ,aaa ,bba ,babba abab  

4 ,bba ,abba ,aaba bb   16 ,bbba ,abba ,aab baa  

5 ,aab ,baab ,bbba aaab   17 ,aaba ,bab ,bbaba aba  

6 ,baaa ,aaa ,bbab baab   18 ,bab ,aabb ,aab baaa  

7 ,abab ,bba ,aaba aba   19 ,aaa ,baab ,bab aabaa  

8 ,bbaa ,aaa ,baba aabaa   20 ,baaba ,bab ,aaba aa  

9 ,aab ,bbba ,bba aabab   21 ,bab ,aaba ,bbba aaa  

10 ,aba ,bbab ,abb baba   22 ,baba ,aab ,bbab bbb  

11 ,bbba ,abb ,baba bba   23 ,aab ,abba ,aaab bbba  

12 ,aaab ,bbab ,aaa bab   24 ,abb ,baab ,bbab baaa  
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Таблица 6.4.2 (окончание) 

№ E   № E  

25 ,aaa ,abba ,bba babbb   28 ,aaa ,baa ,ababa baab  

26 ,bba ,babb ,aab abaa   29 ,aab ,bab ,abbb baab  

27 ,aba ,baab ,bbaba bba   30 ,baa ,abaa ,bbab abbba  

 

Пример решения задания 6.4.2 

1. Решим задание 6.4.2 для события }.{ abbb,baa,bbababa,E   
Изобразим диаграмму состояний автомата без выхода (рис. 6.4.2) 

с начальным состоянием 1, изобразив заключительное состояние 
двойным кружком так, чтобы каждому слову из множества E  
соответствовал маршрут из начального состояния в заключи-
тельное, и такие маршруты находились бы лишь для слов из 
множества .E  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
2. Запишем таблицу состояний, соответствующую полученной 

диаграмме. 

1 2 3 

4 

9 
8 

5 

6 

10 

7 

a a 
a 

b 

b 
b 

a 

a 

a 

b 

a,b a,b 

b 

b 

b a 

a 

Рис. 6.4.2 
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Таблица 6.4.2а 

A      
Q

  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

a 2 8 4 10 8 7 10 4 10 10 

b 5 3 9 10 6 10 4 10 4 10 
 

3. Проверим автомат на минимальность, считая, что заключи-
тельным состояниям соответствуют выходные символы одного 
типа, а всем остальным состояниям — выходные символы друго-
го типа.  

Составим таблицу, расставив кресты в клетках, соответст-
вующих парам состояний разного вида.  

Таблица 6.4.2b 

2 2 10 

5 3 

        

3 2 4 

5 9 

4 10 

5 9 

       

4          

5 2 8 

5 6 

3 6 

8 10 

4 8 

6 9 

      

6 2 7 

5 10 

7 10 

3 10 

4 7 

9 10 

 7 8 

6 10 

    

7 2 10 

4 5 

 

3 4 

9 10 

4 9 

 8 10 

4 6 

7 10 

4 10 

   

8 2 4 

5 10 

4 10 

3 10 

 

9 10 

 4 8 

6 10 

 

4 7 

 

4 10 

  

9 2 10 

4 5 

 

3 4 

4 10 

4 9 

 8 10 

4 6 

7 10 

4 10 

  

4 10 

 

10 8 10 

5 10 

 

3 10 

4 10 

9 10 

 8 10 

6 10 

 

7 10 

 

4 10 

 

4 10 

 

4 10 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
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Продолжим процедуру минимизации. Окончательно получим 
таблицу (табл. 6.4.2с). 

Таблица 6.4.2с 

2 2 10 

5 3 

        

3 2 4 

5 9 

4 10 

5 9 

       

4          

5 2 8 

5 6 

4 6 

8 10 

4 8 

6 9 

      

6 2 7 

5 10 

7 10 

3 10 

4 7 

9 10 

 7 8 

6 10 

    

7 2 10 

4 5 

 

3 4 

9 10 

4 9 

 8 10 

4 6 

7 10 

4 10 

   

8 2 4 

5 10 

4 10 

3 10 

 

9 10 

 4 8 

6 10 

 

4 7 

 

4 10 

  

9 2 10 

4 5 

 

3 4 

4 10 

4 9 

 8 10 

4 6 

7 10 

4 10 

  

4 10 

 

10 8 10 

5 10 

 

3 10 

4 10 

9 10 

 8 10 

6 10 

 

7 10 

 

4 10 

 

4 10 

 

4 10 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
 

Видим, что состояния 7 и 9 эквивалентны. Переходим к мини-
мальному автомату, состояния которого соответствуют классам 
эквивалентности данного автомата. 

Получим: 1'={1}, 2' = {2}, 3' = {3}, 4' = {4}, 5' = {5}, 6' = {6},  
7' = {7,9}, 8' = {8}, 9' = {10}. 

Изобразим таблицу состояний минимального автомата  
(табл. 6.4.2d). 
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Таблица 6.4.2d 

A      
Q

 1' 2' 3' 4' 5' 6' 7' 8' 9' 

a  2' 8' 4' 9' 8' 7' 9' 4' 9' 

b  5' 3' 7' 9' 6' 9' 4' 9' 9' 

 
4. Проверим работу автомата над словом, вошедшим в ,E  на-

пример, :bbab   
 

 b  b  a  b  

1' 5' 6' 7' 4' 
  

В результате на последнем шаге произошѐл переход в заклю-
чительное состояние 4'.  

Проверим работу автомата над словом, не вошедшим в ,E  на-
пример, :baab  

 
 b  a  b  b  

1' 5' 8' 9' 9' 
 

В результате работы автомата над словом baab  автомат оказался 
в состоянии 9', которое не является заключительным, чего и сле-
довало ожидать.  

 
Задание 6.4.3 

Изобразить недетерминированный источник, соответствую-
щий недетерминированному автомату, заданному таблицей пере-
ходов, с входным алфавитом }{ b,a и множеством внутренних со-
стояний {1,2,3,4,5}. При построении использовать возможно 
меньшее число дуг. В построенном недетерминированном источ-
нике желательно присутствие хотя бы одного пустого ребра.  
Если построить соответствующий недетерминированный источ-
ник с пустым ребром невозможно, докажите это. 
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Таблица 6.4.3 

№ 1 

A          Q  1 2 3 4 5 

a   1 2,3,4 1 3,4 

b  3,4 3,5  3,5 2,4 

№ 2 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  1,5 1,3,4,5  1 3 

b   2,4 2,3,4  4,5 

№ 3 

A          Q  1 2 3 4 5 

a    4  1,2,4 

b  3,4,5 1,3 2,3,5 1,2 2,3,5 

№ 4 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  1,3,4,5 2,3,4   1,3,5 

b  4 3 1,5 2,4 4 

№ 5 

A          Q  1 2 3 4 5 

a   2,3  3,4 4,5 

b  1,2,3 1,4,5 1,5  2,3 

№ 6 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  1,2,3  3,4 1,2  

b  3 2,3,4  2,5 3,4 
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Таблица 6.4.3 (продолжение) 

№ 7 

A          Q  1 2 3 4 5 

a    3  2,3,4 

b  1,4,5 1,2,4 4,5 1,3 1,3 

№ 8 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  1,2  3,5 3,4 1,2,3,5 

b  2,4 1,3,5   1,2 

№ 9 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  2,3,4,5 3,4   2,4,5 

b  3 2,5 3 1,5 3 

№ 10 

A          Q  1 2 3 4 5 

a   2 1,3,4,5 5  

b  1,3,4 3,4 2,5  2,4 

№ 11 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  1,2 1,2,3 1,2,3  1,4 

b  1,5 1,5 3 4,5 1,2,3 

№ 12 

A          Q  1 2 3 4 5 

a   3,4   2 

b  1,3,4 2,4,5 2,4 1,4,5 1,3,4,5 
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Таблица 6.4.3 (продолжение) 

№ 13 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  1,4 1,3,4,5 3,4 1,3  

b    1,2,4,5 1,2,4,5 1,3 

№ 14 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  1,2,5 3 1,2,5 1,3 3 

b  3  3,4 1,2,5  

№ 15 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  1,3,4 2,3 1,3  1,3,4,5 

b  1,2,3  4 1,2,5 1,2,3 

№ 16 

A          Q  1 2 3 4 5 

a     2,3 3,4,5 

b  1,3,4 1,2 3,4,5 1,2 2,3,4,5 

№ 17 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  1,3 1,3 1,4,5 1,2 3,4 

b  1,3,5 1,3,5   1 

№ 18 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  2,4 3,4   1,2,4,5 

b   1,2,3,4 1,4,5 3,4 3 
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Таблица 6.4.3 (продолжение) 

№ 19 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  3,5 3,5 1,2,4 1,2,4 3,4 

b  1,2,5  3,5  1,2 

№ 20 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  1,3  1,2,3,4 3 1,3 

b  1,2,3 1,3,4 1,2,3  5 

№ 21 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  2,5 1 1,5  1,2,5 

b  1,4,5 2,3  1,3,4 1,2,4,5 

№ 22 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  1,3 2,3,4 1,2,4 1,2,3 1,2,3,4 

b    3,5  1,3,5 

№ 23 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  5 1,3,4 5 1,3 2,4 

b  3,4,5 2,3,4 3,4,5   

№ 24 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  1,2,4  3,4  1,5 

b  3,4 1,3,4 3,4,5 3,4,5 3,4 



Конечные автоматы 321 

Таблица 6.4.3 (окончание) 

№ 25 

A          Q  1 2 3 4 5 

a   1,3 1,3,5 3,4 1,3,5 

b  1,2,4   1,3,4 1,3 

№ 26 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  1,4 3,4  4,5  

b  1,4,5 2,3 1,2   

№ 27 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  4 3,5  1,3 5 

b   1,2,3 1,2,3 1,3,4 2,3 

№ 28 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  2  1,3,5  1,3,5 

b  4,5 3,5 5 2,4  

№ 29 

A          Q  1 2 3 4 5 

a  1,3 4 1,2,3 3  

b  1,2 1,3  4,5 5 

№ 30 

A          Q  1 2 3 4 5 

a   2 1,5 1,5 2,5 

b  1,2 3,4 2,3 2,3,4,5  
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Пример решения задания 6.4.3  

Решим задание 6.4.3 для недетерминированного автомата, 
заданного таблицей переходов: 

Таблица 6.4.3а 

A            Q  1 2 3 4 5 

a  2,4,5 3 5 4,5 4,5 

b  3,5  3,4,5   

 
Выясним, можно ли построить недетерминированный источ-

ник, соответствующий данному недетерминированному автома-
ту, содержащий пустое ребро.  

Если недетерминированный источник содержит пустую дугу, 
выходящую из i -той вершины и заходящую в k -ю вершину, то, 
очевидно, должны выполняться два условия: 

1) i -тая вершина не встречается в какой-либо клетке таблицы 
автомата без k -той вершины; 

2) множество вершин, в которое можно попасть, считав любой 
символ входного алфавита, из вершины ,k  включено во множе-
ство вершин, в которое можно попасть из вершины ,i  считав тот 
же символ. 

Первое из этих условий выполняется для пар вершин (2;4), 
(2;5) и (4;5), но второе условие выполняется только для пары 
(4;5). Будем строить недетермини-
рованный источник с пустой ду-
гой, выходящей из 4 вершины  
и заходящей в 5 вершину. 

Получим:  
 
 
 
 
 
 
 

1 5 

4 

2 

3 

b a a a 

b 

b 
b 

a 

a 
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Задание 6.4.4 
1. Изобразить источник с одним истоком, представляющий 

событие . 
2. Записать таблицу соответствующего недетерминированного 

автомата. 
3. Построить таблицу детерминированного автомата, эквива-

лентного автомату, полученному в п. 2. 
4. Провести переобозначение классов внутренних состояний и 

записать таблицу автомата без выхода в стандартном виде. 
5. Взять по одному слову из события  и не , проверить пред-

ставление автоматом этих слов. 
Таблица 6.4.4 

№  
1 )())(( bca*ca*bb*abc  

2 )())(( cac**bacc*ba  

3 )())(( *acb*bcab*bca  

4 )())(( ba*acb*cab  

5 )())(( ca*c*ab*abc  

6 *ba*bcab*bac ))()((  

7 )())(( acb*bc*ab*cba  

8 )())(( bca*a*cbbc*a  

9 ))((*)( cba*caba*b  

10 )*())(( cb*bcaa*cb  

11 )*())(( acb*bca*abc  

12 )())(( abc*bba*cba  

13 )())(( ba**bac*cbb  

14 )())(( abc**bacba*a  

15 )())(( bbb**bca*cab  

16 )())(( abb*b*ac*ba  

17 )())(( bcc*abcc*ab  

18 )())(( bac**cbb*bac  

19 ))((*)( ab*abc*ca  

20 )())(( *aac*bac*baa  
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Таблица 6.4.4 (окончание) 

№  
21 )())(( acb*bcca*bc  

22 )())(( ba*aabbc*c  

23 ))((*)( bbcabc*cab  

24 )())(( bc*aab*acb  

25 )())(( a*ab**bacca*b  

26 )())(( *bcaa*b*bcbc*a  

27 *))((*)( aac*bcabcb  

28 )())(( cba*babba*c  

29 )())(( *abcb*ac*bc*ab  

30 )())(( ba*cabba*b  

 
Пример решения задания 6.4.4 

Решим задание 6.4.4 для события 
).())(( bca**cbacb*b

1. Изобразим источник, учитывая, что конкатенации слов со-
ответствует последовательное соединение источников, представ-
ляющих данные слова, объединению — параллельное соедине-
ние, а итерации — зацикливание, так, чтобы каждому слову из 
события  соответствовал бы маршрут из начальной вершины 
источника в заключительную. Получим: 
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3 

5 

6 

7 

2 
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а 

b 

b 
b 

b 

c 

c 

c 

Рис. 6.4.4 
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2. Строим таблицу полученного недетерминированного авто-
мата. В клетке, соответствующей состоянию iq  и символу вход-
ного алфавита ,u  будем писать список вершин, в которые можно 
попасть из вершины ,iq  считав по пути символ .u  Так, например, 
из вершины 2, считав по пути символ ,b  можно попасть в вер-
шины 2,4,5 и 7. Получим таблицу переходов недетерминирован-
ного автомата (табл. 6.4.4а).  

Таблица 6.4.4а 

A           Q  1 2 3 4 5 6 7 

a  6 6  6 4   

b  2,4,5,7 2,4,5,7 4 5,7    

c  3,4 4  4   6 
 

3. Строим вспомогательную таблицу следующим образом:  
в заголовке первого столбца выпишем номер начальной верши-
ны (в нашем случае это — 1), а также номера всех вершин,  
в которые можно попасть из начальной вер-
шины по пустым рѐбрам (в нашем случае — 
это вершины 2 и 4). Заголовки строк, как и в 
предыдущей таблице, помечаем символами 
входного алфавита ,a ,b .c  Далее, в клетку, 
соответствующую входному сигналу u  и спи-
ску состояний 1, 2, 4, запишем объединение 
содержимого клеток, находящихся на пересе-
чении строки, помеченной символом ,u  и находящихся на пе-
ресечении строки, помеченной символом ,u  и столбцов 1, 2 и 4. 
Получим (табл. 6.4.4b). 

 Затем дополним таблицу тремя столбцами, пометив их полу-
ченными списками. В нашем случае — это 6; 2,4,5,7 и 3,4. Новые 
образовавшиеся клетки заполним по тому же правилу, по кото-
рому мы заполняли клетки первого столбца.  

Получим (табл. 6.4.4с). 

Таблица 6.4.4b 

 1,2,4 
a  6 

b  2,4,5,7 

c  3,4 
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Таблица 6.4.4с 

 1,2,4 6 2,4,5,7 3,4 
a  6  4,6 6 

b  2,4,5,7  2,4,5,7 4,5,7 

c  3,4  4,6 4 

 
Продолжим построение таблицы до тех пор, пока будем полу-

чать новые столбцы. В итоге имеем (табл. 6.4.4d). 

Таблица 6.4.4d 

 1,2,4 6 2,4,5,7 3,4  4,6 4,5,7 4 5,7 
a  6  4,6 6  6 4,6 6 4 

b  2,4,5,7  2,4,5,7 4,5,7  5,7 5,7 5,7  

c  3,4  4,6 4  4 4,6 4 6 

  
На основе полученной таблицы строим детерминированный 

автомат без выхода, с алфавитом },{ c,b,a  в котором состояния 
будут соответствовать спискам, проставленным в заголовках 
столбцов в построенной таблице, начальному состоянию будет 
соответствовать список, которым помечен первый столбец, а за-
ключительным состояниям будут соответствовать списки, в ко-
торые вошла заключительная вершина источника (вершина 6  
в нашем случае). Проведѐм переобозначение: 1,2,4 — 1'; 6 — 2'; 
2,4,5,7 — 3'; 3,4 — 4';  — 5'; 4,6 — 6'; 4,5,7 — 7'; 4 — 8'; 5,7 — 9'.  

Перепишем таблицу, заменив списки номерами 1', 2',…, 9'.  
Получим (табл. 6.4.4e). 

Таблица 6.4.4e 

A         Q  1' 2' 3' 4' 5' 6' 7' 8' 9' 

a  2' 5' 2' 2' 5' 2' 6' 2' 8' 

b  3' 5' 3' 7' 5' 9' 9' 9' 5' 

c  4' 5' 6' 8' 5' 8' 6' 8' 2' 



Конечные автоматы 327 

 Проверим работу построенного детерминированного авто-
мата без выхода с начальным состоянием 1' и заключительны- 
ми состояниями 2' и 6' над словом cbbaccbc, вошедшим в со- 
бытие :  

 
 c  b  b  a  c  c  c  b  c  

1' 4' 7' 9' 8' 8' 8' 8' 9' 2' 

 
Как мы видим, в результате работы над словом, вошедшим  

в событие , произошѐл переход в состояние 2', являющееся за-
ключительным для нашего автомата.  

Возьмѐм слово, не попавшее в , например, ,abbbac  проверим 
работу над ним построенного автомата без выхода:  

 
 a  b  b  b  a  c  

1' 2' 5' 5' 5' 5' 5' 

 
Как мы видим, в результате работы над словом, не вошед-

шим в событие , произошѐл переход в состояние 5', не являю-
щееся заключительным для нашего автомата, что и следовало 
ожидать.  

 

Задание 6.4.5 

1. Пользуясь алгоритмом Макнотона-Ямады, провести анализ 
конечного автомата, заданного диаграммой переходов. Началь-
ное состояние — 1. 

2. Убедиться для некоторого маршрута из начальной в конеч-
ную вершину соответствующего детерминированного источника, 
что слово a, связанное с этим маршрутом, принадлежит постро-
енному событию. 

Для произвольного слова из построенного события указать 
маршрут из начальной в конечную вершину. 
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Таблица 6.4.5 

№ автомат 

1  

2  

3  

4  

5  

2 1 3 
a a a 

b 

b 

b 

3 1 2 
a a 

a 
b 

b 

2 3 1 
a 

a,b 
a 

b 

b 

2 3 1 

a 
a 

a 

b 

b 

b 

3 1 2 
a 

a 

a 
b 

b 
b 
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Таблица 6.4.5 (продолжение) 

№ автомат 

6  

7  

8  

9  

10  

2 1 3 

a 

a,b a b 

b 

1 2 3 

a 

a 
a 

b 

b 

b 

1 2 3 
a a,b a 

b 

b 

1 2 3 
a 

a,b a b 

b 

1 2 3 
a a 

a b 

b 
b 
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Таблица 6.4.5 (продолжение) 

№ автомат 

11  

12  

13  

14  

15  

1 2 3 

a 

a,b a 

b 

b 

1 2 3 
a a 

b 

a,b 

b 

1 2 3 
a 

a 

a 
b 

b 
b 

3 2 1 

a 

a,b 
a 

b 

b 

3 1 2 
a 

a 

a b 

b 
b 
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Таблица 6.4.5 (продолжение) 

№ автомат 

16  

17  

18  

19  

20  

a 
1 3 2 

a 

a 

b 

b 

b 

1 2 3 
a 

a 

a 

b 

b 

b 

2 3 1 
a 

a,b a 

b 

b 

2 3 1 
a 

a 

a b 

b b 

3 1 2 a 
a,b 

a 
b 

b 
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Таблица 6.4.5 (продолжение) 

№ автомат 

21  

22  

23  

24  

25  

3 2 1 
a a,b a 

b 

b 

2 1 3 
a a 

a 

b 

b 

b 

3 1 2 
a 

a 

a 

b 

b b 

1 2 3 
a a 

a 

b 

b 

b 

1 2 3 

a 

a 

a 
b 

b b 
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Таблица 6.4.5 (окончание) 

№ автомат 

26  

27  

28  

29  

30  

1 2 3 

a 

a b 

b 

b 

1 2 3 
a 

a 

a 
b 

b 

b 

b 
1 3 2 

a 

a 

a 
b 

b 

1 3 2 

a 

a 

a 

b 

b b 

3 2 1 
a 

a 
a 

b b 

b 
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Пример решения задания 6.4.5  

 

 

 

 
 

 
 
Рассмотрим множества:  })({ 1

0
jij qq,a|aE       (1) 

                 1111 )( k
kj

k
kk

k
ik

k
ij

k
ij EEEEE , 0k .    (2) 

Согласно теореме Макнотона-Ямады, числа k
ijE  образуют сло-

ва, соответствующие маршрутам из i -той вершины в j -ю вер-
шину, причѐм в этих маршрутах номера вершин, проходимых 
внутри маршрута, не превосходят .k  

В нашем случае начальная вершина — 1, заключительная — 2, 
общее количество вершин равно 3, значит, данный автомат пред-
ставляет событие 3

12E .  
Найдѐм события по формулам (1): 

;0
11 eE  ;0

12 aE  ;0
13 bE  ;0

21E  ;0
22 aE  

 ;0
23 bE  ;0

31 bE  ;0
32 aE  0

33 ,E e  

где е — пустое слово (не путать с пустым событием ). 
События найдѐм по формуле (2): 

;)( 0
11

0
11

0
11

0
11

1
11 eeeeeEEEEE  

;)( 0
12

0
11

0
11

0
12

1
12 aaaaeeaEEEEE  

;)( 0
13

0
11

0
11

0
13

1
13 bbbbeebEEEEE  

;)( 0
11

0
11

0
21

0
21

1
21 eeEEEEE  

;)( 0
12

0
11

0
21

0
22

1
22 aaaeaEEEEE  

1 2 3 
a 

a 
a b 

b 
b 

Рис. 6.4.5 
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;)( 0
13

0
11

0
21

0
23

1
23 bbbebEEEEE  

;)( 0
11

0
11

0
31

0
31

1
31 bbbebebEEEEE  

;)( 0
12

0
11

0
31

0
32

1
32 baabeaEEEEE  
1 0 0 0 0
32 33 31 11 13( ) .E E E E E e be b e bb  

Выразим 3
12 ,E  посмотрим, какие события, помеченные верх-

ним индексом 2, нам надо найти: 3 2 2 2 2
12 12 13 33 32( ) .E E E E E   

Найдѐм каждое из событий, присутствующих в правой части 
последнего равенства: 

;)( 1
22

1
22

1
12

1
12

2
12 aaaaEEEEE  

;)( 1
23

1
22

1
12

1
13

2
13 baabEEEEE  

;)()( 1
23

1
22

1
32

1
33

2
33 babaabbeEEEEE  
2 1 1 1 1
32 32 32 22 22( ) ( ) ( ) .E E E E E a ba a ba a a  

Итак, получаем регулярное выражение:  
2
32

2
33

2
13

2
12

3
12 )( EEEEE  

( )( ( ) ) ( ( ) ).a aa a b aa b e bb a ba a b a ba a ba a a  

2. Рассмотрим какой-нибудь маршрут из первой вершины во 
вторую, например: 1 2 2 3 2. Этому маршруту соответству-
ет слово .aaba  Проверим, присутствует ли оно в событии .E3

12  

Если в событии 3
12E  взять слово ,aab  в )( 2

33E взять ,e  а в 
2
32E слово ,a  то конкатенация этих слов, вошедшая в 3

12 ,E  и будет 
равна .aaba   

3. Возьмѐм какое-нибудь слово из события, например, .bbbbaa   
Рассмотрим маршрут, соответствующий этому слову:  

.
aabbbb

2213131  
Действительно, при считывании слова ,bbbbaa  начав движе-

ние из 1 вершины, мы оказались во 2, заключительной, вершине. 
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