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Глава 4 
 

Где быть экстремуму —  
диктует параметр 

4.1. Исследуем все возможности 

Неужели не хочется вам, 
Натыкаясь на скалы и мели, 
Тем не менее, плыть по волнам? 
В бурном море людей и событий, 
Не щадя живота своего,  
Совершите вы массу открытий, 
Иногда не желая того! 

Из х/ф "Двенадцать стульев" 
 

Когда в условии задачи присутствует параметр, ее решение — 
более трудная проблема по сравнению с решением задачи, в ко-
торой указаны конкретные числовые данные. Решить задачу  
с параметром — это значит, во-первых, определить, для каких 
значений параметра решение существует и сколько решений су-
ществует; во-вторых, найти целое семейство решений при всех 
возможных значениях параметра. На этой дороге вам может 
встретиться немало трудностей. Например, нужно будет выяс-
нить, не происходит ли при каких-нибудь "критических" значе-
ниях параметра качественное изменение решения или появление 
новых вариантов решения. Короче говоря, параметр, как и Вос-
ток, — дело тонкое! 
Особенно каверзными в этом отношении могут быть геометриче-
ские задачи. Рассмотрим, например, справедливость такого ут-
верждения: на плоскости даны три окружности так, что любые 
две из них касаются внешним образом. Тогда существует ровно 
одна окружность, касающаяся трех данных внешним образом. 
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Рис. 4.1 

Рисунок 4.1, казалось бы, подтверждает правоту этого утвержде-
ния. Три окружности О1, О2 и О3 касаются друг друга и малень-
кая окружность S, "зажатая" между ними, касается всех трех. 
Очевидно, что в криволинейный треугольник с вершинами в точках 
касания окружностей О1, О2 и О3 можно вписать только одну ок-
ружность S. Тем не менее, утверждение неверное! 
Посмотрим на этот рисунок с другой точки зрения. Будем счи-
тать три окружности О1, О2 и S данными. Окружность О3 касает-
ся этих трех данных, но иным образом. Она не "зажата" между 
ними. Если приглядеться, то можно заметить, что в криволиней-
ный треугольник, с вершинами в точках касания окружностей О1, 
О2 и S можно вписать маленькую окружность .γ  Таким образом, 

две окружности О3 и γ  могут касаться внешним образом трех 
данных окружностей О1, О2 и S. Здесь параметр сыграл с нами 
злую шутку. На рис. 4.1 радиусы окружности О1, О2 и О3 разли-
чаются не очень сильно. Если бы два радиуса были примерно 
одинаковыми, а третий был, скажем, в 5 раз меньше, то неправо-
та утверждения была бы заметна. 
Рассмотрим несколько задач, в которых главную роль играет па-
раметр, и будем рассматривать все возможные значения параметра. 
Задача 1. Через вершину конуса провести плоскость так, чтобы 
площадь сечения была максимальной. 

Решение. Сечением конуса будет равнобедренный треугольник, 
боковые стороны которого являются образующими конуса. Пусть 
длина боковых сторон равна l, а угол между ними α . Тогда пло-
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щадь сечения 2/sin2 )( α= lS  будет максимальной при наибольшем 
возможном значении .αsin  Угол α  может меняться в диапазоне 

,β≤α≤ 20  где β  — угол между осью конуса и его образующей. Если 
,2/2 π>β  то площадь сечения будет максимальной при ,2/π=α  т. е. 

.2/2
max lS =  Если же ,2/2 π<β  то ,)( 2/sin2

max β= lS  причем ис-
комое сечение проходит через ось конуса.  
Здесь параметр — это угол β , а качественное изменение решения 

происходит при "критическом" значении .4/π=βcr  

Задача 2. На диаметре АС окружности радиусом R взята точка Е, 
удаленная от центра на расстояние a. Проведите через нее хорду 
BD так, чтобы площадь четырехугольника ABCD была макси-
мальной. Найдите эту площадь. 

 
Рис. 4.2 

Решение. Здесь, очевидно, параметром служит расстояние 
.a=OE  Обозначим ,BEA α=∠  тогда площадь S четырехуголь-

ника ABCD равна .BD α⋅⋅ sinR  Опустим из О перпендикуляр ОН 
на хорду BD. Из прямоугольного треугольника ОЕН (рис. 4.2) 
находим .OH α⋅= sina  Из прямоугольного треугольника ОНB 

находим катет α−= 222 sinaRBH  и хорду 

.BH2BD α−⋅=⋅= 222 sin2 aR  Отсюда получаем  

.)( α−α⋅=α−⋅α⋅= 2222222 sinsin2sinsin2 aRRaRRS  
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Площадь будет максимальной, если будет максимальным подко-
ренное выражение. Обозначим α= 2sinx  и найдем максимум 
подкоренного выражения ).()( xaRxxf 22 −⋅=  Максимум квад-

ратного трехчлена достигается при ,22 2/ aRx =  отсюда макси-

мальная площадь .aRS /3
max =  

Теперь присмотримся внимательней к полученному результату.  

В предельном случае a = 0 формула aRS /3
max =  дает явный аб-

сурд. В чем причина? Ну, конечно же, ведь переменная α= 2sinx  
не может быть больше единицы! Найденное решение справедли-

во только при 12/ 22 ≤aR , т. е. при .2/Ra ≥  Если же 
,2/Ra <  то максимум площади достигается при 1sin =α .  

В этом случае .22
max 2 aRRS −⋅=  Задача решена. Мы нашли 

критическое значение параметра ,2/Racr =  при котором про-
исходит качественное изменение решения. Сформулируем ответ: 
при  craa >  угол между хордой BD и диаметром АС равен 

),( 2/arcsin aR  площадь четырехугольника ABCD равна .aR /3  

При craa <  хорда BD должна быть перпендикулярна диаметру 

AC, при этом искомая площадь равна .222 aRR −  

Задача 3. В окружности радиуса 1 проведена хорда АВ длиной a. 
Найдите наибольшее и наименьшее значения суммы расстояний 
от точек А и В до заданной прямой, проходящей через центр ок-
ружности. 

Решение. Сделав пару эскизов, мы заметим, что могут быть два раз-
личных случая расположения хорды АВ и заданной прямой l: когда 
точки А и В лежат по одну сторону от прямой (рис. 4.3) и когда точ-
ки А и В лежат по разные стороны от прямой. В последнем случае 
хорда пересекает прямую l в некоторой точке Е (рис. 4.4). 

Опустим из точек А и В перпендикуляры АС и BD на l. В первом 
случае получится прямоугольная трапеция CABD, во втором — 
два прямоугольных треугольника ACE и BED. Соединим центр 
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окружности с серединой хорды М. Длина отрезка 

4/1 2a−=  OM  задана, и положение хорды на окружности оп-
ределяется углом между ОМ и прямой l. Этот угол α  и будем 
считать переменной, от которой зависит искомая сумма расстоя-
ний S. Из соображений симметрии видно, что достаточно рас-
смотреть изменение переменной в интервале .π<α<0  Сразу 
найдем значение переменной, при котором происходит переход 
от первого случая ко второму. Когда точка А (или точка В) лежит 
на прямой l, получаем .2/sin a=α  

 

 
Рис. 4.3 

 
Рис. 4.4 

Первый случай имеем при ).()( 2/arcsin2/arcsin aa −π<α<  Вто-
рой случай реализуется при ),( 2/arcsin a<α  а также при 

.)( π<α<−π 2/arcsin a  

В первом случае из точки M опустим перпендикуляр MK на пря-
мую l. Тогда МК — средняя линия трапеции CABD, при этом 
АС + BD = 2MK. Из прямоугольного треугольника ОМК 

. MK 4/1sin 2a−α=  Отсюда сумма оснований трапеции 

. )( 4/1sin2 2aS −α=α  

Во втором случае из прямоугольных треугольников ACE и BED на-
ходим .BE)(AEBDAC)( α⋅=α+=+=α coscos aS  Здесь знак 

модуля учитывает возможность отрицательных значений .αcos  

Осталось определить максимум и минимум функции )(αS  на 
исследуемом интервале. Можно заметить, что график этой функ-
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ции симметричен относительно прямой 2/π=α , поэтому доста-
точно найти экстремумы на интервале .2/0 π<α<  Поскольку 

αcos  — функция убывающая, а αsin  — возрастающая, то ми-

нимум, очевидно, достигается при ).( 2/arcsin a=α  При этом 

.4/1 2
min aaS −⋅=  

Чтобы выяснить, где максимум, надо сравнить между собой значе-

ния aS =)(0  и .)( 4/122/ 2aS −=π  Сравнивая, приходим к вы-

воду, что при 2>a  ;aS =max  при 2≤a  .4/12 2
max aS −⋅=  

 
В предельных случаях а = 2 (хорда АВ — диаметр) и а << 1 реше-
ние задачи довольно очевидно. Но эти решения качественно раз-
личны. При а = 2  максимум достигается, когда хорда АВ перпен-
дикулярна l, т. е. точки А и В по разные стороны от l. При а << 1  
максимум достигается, когда почти совпадающие точки А и В ле-
жат по одну сторону от прямой l. Предельные случаи сразу под-
сказывают, что существует критическое значение параметра, при 
котором происходит качественное изменение решения. 

Задача 4. Выходя из леса, усталый и голодный охотник оказался 
в снежном поле на расстоянии h = 1,6 км от дороги, на которой 
расположена его охотничья избушка. Скорость передвижения 
охотника по бездорожью 3 км/ч, а по дороге 5 км/ч. За какое 
наименьшее время охотник сможет добраться до своей избушки, 
если расстояние s до нее напрямик: а) 2,4 км; б) 1,8 км? 

 
Рис. 4.5 
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Решение. Пусть О — точка, в которой находится охотник, ОА — 
перпендикуляр к дороге, точка В — избушка (рис. 4.5). Ясно, что 
охотник должен двигаться по бездорожью по прямой и выйти на 
дорогу в некоторой точке С, принадлежащей отрезку АВ. Обо-
значим ,AB l=  .OCA α=∠  Время, которое затратит охотник на 
весь путь до своей избушки, равно 

.
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Здесь мы использовали неравенство о среднем арифметическом и 
среднем геометрическом. Минимальное значение функции ),(εf  
равное ,5/4  достигается при .2/1=ε  Для оптимального угла α  
находим . , 5/3cos5/4sin =α=α  Для задачи а) имеем: 

,sh /5/4sin >=α  8122 , ≈−= hsl  км, время в пути 
≈+= 5/15/4 lht 47,2 мин. Для задачи б) имеем: .sh /5/4 <   

В этом случае минимум функции )(αf  достигается за пределами 

интервала ( ).  ),( 2//arcsin πsh  Тогда оптимальный путь будет по 
отрезку ОВ и время в пути 3/st =  = 36 мин. 

Задача 5. Канал шириной 1 поворачивает под углом 
)(0  180<ϕ<ϕ  (рис. 4.6). Какова должна быть максимальная 

длина очень тонкого бревна, чтобы его можно было провести че-
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рез поворот? Рассмотрите случаи φ = 90°, 120°, 60°, 30°.   Какова 
должна быть наибольшая длина бревна, чтобы оно могло пройти 
любой поворот? 

 

 
Рис. 4.6 

 
Рис. 4.7 

Решение. Рассмотрим сначала прохождение бревна через пово-
рот на угол 90°. Будем двигать бревно так, чтобы его концы опи-
рались на внешний берег канала (рис. 4.7). Бревно пройдет пово-
рот, если не заденет вершины угла внутреннего берега точки С1. 
Пусть α  — угол между бревном и внешним берегом. Нетрудно 
видеть, что если удастся довести угол α  до "критического" зна-
чения =αc 45° (при этом бревно займет положение АВ), то 

дальше бревно пройдет поворот (из симметрии канала). Прове-
дем из точки С1 перпендикуляр к внешнему берегу C1K. Из пря-

моугольного треугольника С1КА находим .245sin/1 ==AC1  

Отсюда максимальная длина бревна .AC1 222 ==l  

Для поворота на угол 120° решение будет аналогичным, только 

теперь "критическое" значение ,30=αc  ответ: .430sin/2 ==l  

Казалось бы, все ясно: для любого угла ϕ  максимальная длина l брев-

на, проходящего поворот, равна ).()( 2/cos/22/90sin/2 ϕ=ϕ−  

Однако не будем торопиться! Рассмотрим предельный случай 
очень малого угла ϕ  (рис. 4.8). 
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Рис. 4.8 

Видно, что тут ситуация иная. Здесь выгоднее упереть конец 
бревна в вершину С и вращать бревно вокруг точки С. При этом 
максимальная длина "проходящего" бревна будет равна отрезку 

).(CC1 2/sin/1 ϕ=  

Выясним, для каких углов ϕ  поворота канала выгодней второй 
способ (т. е. вращать бревно вокруг вершины С). Для этого надо 
решить неравенство 

)()( 2sin

1

2cos

2

ϕ
<

ϕ
.  

Таким образом, максимальная длина бревна 







ϕ<ϕ<ϕ
π<ϕ<ϕϕ=
 0   )(

   )(
*,2sin/1

,2cos/2 *

l , где 
2

1
2* arctg⋅=ϕ .  

Для "наихудшего" угла поворота *ϕ  находим .)( 5/12/sin * =ϕ  
Поэтому максимальная длина бревна, способного пройти любой 
поворот, равна .5  

Вопрос  

Каков будет ответ для ?30=ϕ  

Задача 6. По каналу шириной 1 плывет прямоугольный плот 
размерами h × l (l — вдоль, h — поперек канала). На координат-
ной плоскости параметров плота ) ,( lh  найдите фигуру, множе-
ство точек которой — параметры "проходящего" плота. Решите 
задачу для случаев φ = 90°, 120°, 60°, 30°. 

Решение. Рассмотрим сначала более простой случай φ = 90°.    
Прежде всего заметим, что 0>l  и .10 << h  Эти условия выде-
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ляют на координатной плоскости ) ,( lh  "полуполосу" между осью 
ординат и прямой .1=h  Поставим плот в "критическое" положе-

ние, в котором его сторона АВ образует угол 45=αc  с берега-
ми (рис. 4.9). Тогда для прохождения плота необходимо выпол-
нение условия 1CCCM ≤+ h  (здесь точка М — середина отрезка 
АВ). Отсюда 

45sin

1

452
≤+

⋅
h

tg

l
. 

На координатной плоскости ) ,( lh  этому неравенству удовлетво-
ряют точки, лежащие не выше прямой MN, уравнение которой 

.hl 222 −=  Казалось бы, ответ готов: искомая фигура — это 
трапеция ОMNP (рис. 4.10). Однако заметим, что мы рассматри-
вали только те плоты, которые, проходя поворот, вращались во-
круг своей оси. 

 

 
Рис. 4.9 

 
Рис. 4.10 

Но плот можно провести через поворот, не меняя его ориентации 
на плоскости! Можно сначала двигать плот вдоль одной стороны 
угла до тех пор, пока он не упрется в вершину С, а затем двигать 
его вдоль другой стороны. Плот пройдет, если 1<l  (рис. 4.11). 
Таким образом, на координатной плоскости ) ,( lh  к трапеции 
ОMNP добавляется прямоугольный треугольник KLN, катеты 
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которого идут по линиям  1=l  и .1=h  Искомая фигура — это 
пятиугольник ОMKLP (рис. 4.12). 

 

 

 
Рис. 4.11 

 
Рис. 4.12 

Теперь можно рассмотреть произвольный угол ϕ . Сделайте со-
ответствующий рисунок, аналогичный рис. 4.9, и получите усло-
вие проходимости для плота с вращением: 

 .
tg

вращ

2
sin

1

2
2

ϕ
≤+

ϕ⋅
h

l
 (4.1) 

Длина плота, проходимого без вращения (рис. 4.13), удовлетво-
ряет неравенству  

 .
   вращ без ϕ

−
ϕ

≤
tg

l
1

sin

1
 (4.2) 

Здесь знак модуля учитывает возможность 90>ϕ . Выясним, 

для каких значений угла ϕ  точка пересечения границ областей 
(4.1) и (4.2) на плоскости ) ,( lh  находится внутри полосы 

10 << h . Для этого надо подставить в (4.1) h = 1 и решить нера-
венство 
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Рис. 4.13 

Решая (4.3), находим ).( 3/2arcsin20 =ϕ>ϕ  Итак, приходим  

к следующему ответу: при 0ϕ>ϕ  искомая фигура — это пяти-

угольник, а при 0ϕ<ϕ  искомая фигура — трапеция. Для  

,90=ϕ  120  получается пятиугольник, а для 3060   ,=ϕ  — 

трапеция, т. к. .)( 3/22/60sin <  

Задача 7. В заданный треугольник вписать прямоугольник  
с наименьшей диагональю так, чтобы две вершины прямоуголь-
ника лежали на одной стороне треугольника, а две другие на двух 
других сторонах треугольника. 

 
Рис. 4.14 

Решение. Пусть прямоугольник MNKL со сторонами KL = y и 
NK = x — искомый (рис. 4.14). Обозначим длину стороны AC 
через a, длину высоты ВН через h. Из подобия треугольников BNK и 
АВС следует ,)( khyhax =−= //  где k  — коэффициент подобия. 
Отсюда .  )( kaxkhy ⋅=−⋅= ,1  Нам надо найти минимум функ- 
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ции .)()()( 2 2222222222 21 hkhhakkhkayxkf +−+=−+=+=  

Минимум этой квадратичной функции достигается при 

).( 222 / ahhk +=  Отсюда находим =+= )( 2222
min / ahhaf

 
)( 222 /4 ahS += , где 2/haS ⋅=  — площадь треугольника АВС. 

Казалось бы, задача решена. Увы, еще нет! Мы еще не выяснили, 
на какой из сторон треугольника АВС расположить две вершины 
прямоугольника. Нам надо выбрать такую сторону треугольника 
АВС, чтобы сумма квадрата стороны и квадрата высоты, опу-

щенной на эту сторону, была наибольшей (величина 22 ha +  как 
раз и является параметром задачи). Итак, пусть a и b — длины 
двух сторон треугольника АВС, ba hh  ,  — длины соответствую-

щих высот. Сравним между собой величины 22 aha +  и .22 bhb +  

Для этого возьмем их разность 
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Здесь использована формула ,)( 2/sinϕ⋅= abS  где ϕ  — угол ме-

жду сторонами a и b. Поскольку ,1sin 2 <ϕ  разность будет поло-

жительной при a > b. Итак, две вершины прямоугольника надо 
расположить на наибольшей из сторон треугольника АВС. 

Задача 8. В треугольнике АВС через точку А провести прямую 
так, чтобы сумма расстояний до нее от точек В и С была наи-
большей. 

Решение. В этой задаче важно охватить все возможные случаи 
расположения треугольника АВС и прямой l, проведенной через 
точку А. Очевидно, что могут быть только два варианта: 
1. Точки В и С лежат по одну сторону от l; 
2. Точки В и С лежат по разные стороны от l. 
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а           б 

Рис. 4.15 

Рассмотрим эти варианты. 

Проведем перпендикуляры ВК и СЕ к прямой l. В первом вари-
анте (рис. 4.15, а) в трапеции КВСЕ сумма оснований ВК + СЕ 
вдвое больше средней линии МН. Из прямоугольного треуголь-
ника АМН найдем MAH.AMMH ∠⋅= sin  Для того чтобы длина 
МН была максимальной, прямую l нужно провести перпендику-
лярно к медиане АМ. При этом сумма расстояний от В и С до 
прямой l равна AM2 . 

Во втором варианте сторона ВС пересекает прямую l в некоторой 
точке Р (рис. 4.15, б ). Из прямоугольных треугольников ВКР и 
СЕР находим ,BCCEBK α=+ sin  где α  — угол между стороной 
ВС и прямой l. Максимальное значение суммы ВК + СЕ достига-
ется при .90=α  При этом сумма расстояний от В и С до прямой 
l равна ВС. Итак, мы пришли к следующему выводу. Если 
2АМ > ВС, то прямая l должна быть перпендикулярна медиане 
АМ. В этом случае угол А острый. Если же 2АМ < ВС, то прямая 
l должна быть перпендикулярна стороне ВС. В этом случае угол 
А тупой (докажите это). В случае равенства 2АМ = ВС (угол А 
прямой) есть две различные прямые, дающие решение задачи. 

 
Если точки В и С лежат по одну сторону от прямой l, мы можем 
использовать связь между суммой длин и потенциальной энергией. 
Поместим в точки В и С одинаковые единичные массы и примем 
прямую l за нулевой уровень потенциальной энергии. Тогда сумма 
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расстояний от точек В и С до прямой l пропорциональна потенци-
альной энергии системы в однородном поле тяжести. Центр масс 
точек В и С, очевидно, находится в середине отрезка ВС — точке М. 
Для того чтобы потенциальная энергия была максимальной, отре-
зок АМ должен быть перпендикулярен прямой l. 

Задача 9. Через точку пересечения двух окружностей провести 
секущую так, чтобы ее часть, заключенная внутри кругов, была 
наибольшей. 

 
Рис. 4.16 

Решение. Пусть две окружности с центрами О1 и О2 пересекают-
ся в точках А и В. Проведем через точку А произвольную пря-
мую, пересекающую окружность с центром О1 в точке M, а ок-
ружность с центром О2 в точке N. Проведем перпендикуляры 
О1H1 и О2H2 к секущей MN (рис. 4.16). Легко видеть, что 

.HH2MN 21⋅=  Поскольку 21HH  — проекция отрезка О1О2 на 
прямую MN, то ,OO2MN 21 α⋅= cos  где α  — угол между секу-

щей и прямой .OO 21  Следовательно, чтобы длина отрезка MN 
была наибольшей, необходимо, чтобы ,0=α  т. е. секущая MN 
должна быть параллельна линии центров 21OO . Казалось бы, 
задача решена. Однако обратите внимание на то, что наше реше-
ние основано на рис. 4.16. На этом рисунке точка А находится 
между точками M и N. Сделайте несколько эскизов и исследуйте 
все возможные случаи расположения точек А, M, и N. Нетрудно 
заметить, что есть еще две возможности: 

1. Точки M и N расположены по одну сторону от точки А 
(рис. 4.17, а); 

2. Одна из них совпадает с точкой А (рис. 4.17, б ). 
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а        б 

Рис. 4.17 

В случае, если точка N лежит между А и M, частью секущей 
внутри кругов является не отрезок MN, а отрезок АM, т. е. хорда 
окружности! Наибольшей хордой является диаметр, поэтому не-
обходимо выяснить, какой из отрезков больше: отрезок, парал-
лельный прямой ,OO 21  или же диаметр R2  большей окружно-

сти. Убедитесь, что во всех случаях .HH2MN 21⋅=  В результате 
приходим к следующему ответу. 

Если ,OO 21 R>  то секущую надо провести параллельно линии 

центров .OO 21  Если ,OO 21 R<  то секущую надо провести через 
центр большей окружности. Если ,OO 21 R=  то существуют две 
секущие, удовлетворяющие условию задачи: первая параллельна 
линии центров ,OO 21  другая проходит через центр большей ок-

ружности. 

Вопрос  
Каков ответ, если окружности О1 и О2 равны? 

В заключение рассмотрим еще две задачи с несколько затейли-
вым условием. Однако здесь мы ограничимся только указаниями, 
предоставляя их полное решение читателям. 
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Двое в одной лодке  
не считая геометрии 

Пойти в поход — это значит: на-
брать побольше, отнести подальше 
и там все съесть. 

Походная мудрость 
 

На летних каникулах Петров и Васечкин отправились в водный 
поход по реке на байдарке. Речка оказалась интересной, и поход 
обоим очень понравился. Однако в последний день похода, когда 
все продукты питания уже закончились, друзья несколько при-
уныли. Они торопились добраться к вечеру до поселка на берегу 
реки, откуда можно уехать домой на автобусе. 
Как назло, река на этом участке была очень извилистой. Хотя  
в среднем река текла в восточном направлении, ее русло повора-
чивало то направо, то налево и представляло собой последова-
тельность одинаковых полуокружностей, диаметры которых рас-
положены на одной прямой. Из-за этих нескончаемых поворотов 
скорость продвижения байдарки на восток была невелика. 
"По-моему, двигаясь пешком по берегу, мы выиграем время. По 
моим наблюдениям мы плывем со скоростью 10 км/ч. Пешком 
мы будем идти со скоростью 5 км/ч, но зато по прямой. Не выпи-
сывая эти дурацкие петли, мы доберемся до поселка гораздо бы-
стрее", — предложил Петров. Васечкин глубоко задумался. "Бы-
стрее не получится", — заявил он после минутного раздумья. 
"Как это не получится, ведь мы же пойдем напрямую и срежем 
путь!" — горячился Петров и в доказательство показал рисунок, 
сделанный им в походном блокноте (рис. 4.18). Однако эти дово-
ды Васечкина не убедили, и тот остался при своем мнении. 

Вопрос  1 
А вы с кем согласны — с Петровым или с Васечкиным?  

Указание  
Пеший путь будет быстрее, если только он, по меньшей мере, 
вдвое короче. 
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Несколько поворотов прошли в молчании. Вдруг наблюдательный 
Петров заметил, что река совсем обнаглела: излучины реки теперь 
представляли собой дуги одинаковых сопряженных окружностей  
в 240°. Петров немедленно оставил весло и взялся за блокнот. Изобра-
зив на листке схему реки (рис. 4.19), он углубился в какие-то расчеты. 
 

Рис. 4.18 

 
Рис. 4.19 

"Кончай сушить весло! — окликнул его Васечкин. — Так мы и до утра 
не доберемся до поселка!" "Тихо! Чапай думает", — огрызнулся Пет-
ров и продолжил свои вычисления. "Готово! Нашел!" — радостно 
объявил он наконец. "Что нашел, недоеденный кусок колбасы?" — 
заинтересовался Васечкин. "Лучше! Решение проблемы нашел! — 
торжественно объявил Петров. — Теперь точно пешком быстрее по-
лучится", — добавил он и протянул блокнот другу. Васечкин тоже 
оставил весло и принялся внимательно изучать написанное. 

Вопрос  2 
Прав ли Петров в том, что теперь пешком будет быстрее? 

"Сколько времени, по-твоему, мы сможем выиграть на каждой 
петле?" — наконец спросил Васечкин. "По моим наблюдениям, 
радиус поворотов 1=R  км", — начал свои объяснения Пет-
ров, — длина участка реки между точками А и В (см. рис. 4.19) 
составляет 4,83/8 ≈πR  км. Проплывем мы этот участок за 

84,0  ч. Длина пешего пути между точками А и В составляет 
44,332 ≈R  км. Пешком мы пройдем его за 3,44 /5 = 0,688 ч. 

Выигрыш на каждой петле составит 15206880840 ,,, =−  ч или 
примерно 9 мин. Ну что, пристаем к берегу?" — спросил он,  
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берясь за весло. Вместо ответа Васечкин опять впал в глубокую 
задумчивость (он в походе исполнял обязанности капитана). 
"Посмотри по карте, как далеко нам еще плыть", — обратился он  
к приятелю. "Придется проплыть еще десяток таких петель. По воде 
это займет почти восемь с половиной часов", — объявил Петров, по-
глядев в карту. "Не успеем на автобус, — вздохнул Васечкин. — По-
следний автобус отправляется через шесть часов тридцать минут", — 
объявил он, поглядев на часы. "Даже если пойдем пешком, то все рав-
но не успеем. К тому же, топать с рюкзаками по берегу реки — значит 
уподобить себя вьючным животным и уронить гордое звание водных 
туристов. Ладно, греби дальше, торопиться уже некуда". 

Однако Петров не унимался. Он опять уткнулся в блокнот и при-
нялся что-то вычислять. К его чести надо признать, что вскоре 
Петров действительно нашел решение проблемы. В результате 
ребята успели на автобус, при этом не полностью уронив гордое 
звание водных туристов. 

Вопрос  3 
Можно ли пройти участок АВ менее чем за 37 мин при условии, 
что даже с байдаркой в руках Петров и Васечкин могут идти пеш-
ком со скоростью 5 км/ч? За какое наименьшее время Петров и 
Васечкин могут пройти участок АВ? 

О применении геометрии  
для полива капусты  

Товарищи ученые,  
не сомневайтесь, милые! 
Коль что у вас не ладится  
(ну, там, не тот эффект), 
Мы живо к вам завалимся  
с лопатами и вилами, 
Денечек покумекаем —  
и выправим дефект! 

Из песни В. Высоцкого 
 

Для полива капустного поля в форме квадрата со стороной 100 м 
агрофирма "Урожай Супер Плюс" собирается закупить поли-
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вальные установки. Каждая такая установка орошает круг радиу-
сом 10 м. Эти установки необходимо расположить так, чтобы ка-
ждая точка поля могла быть полита. 

 
Рис. 4.20 

Технический директор агрофирмы г-н Иванов, проведя расчеты, 
пришел к выводу, что необходимо закупить 64 таких установки и 
расположить их в шахматном порядке, как показано на рис. 4.20. 
Другой сотрудник агрофирмы — сторож дед Василий — с ним не 
согласен и полагает, что можно обойтись меньшим количеством 
поливальных установок и сэкономить немалые денежные средст-
ва. Дед Василий — народный умелец, самый опытный в округе 
пчеловод и непревзойденный рассказчик всяких историй. Однако 
уровень образования деда Василия, по мнению г-на Иванова, не-
достаточен (у Василия нет даже диплома о высшем образовании), 
поэтому его мнение не принимают всерьез. 

Вопрос  
Кто, по-вашему, прав в этом споре — г-н Иванов или дед Васи-
лий? Можно ли в проекте г-на Иванова уменьшить количество по-
ливальных установок, изменив расстояние между соседними ус-
тановками (сохраняя их расположение в шахматном порядке)? 
Можно ли уменьшить их количество, расставляя установки на по-
ле другим способом? Какой способ расстановки самый эконом-
ный? Не забудьте, что каждая точка квадратного поля должна 
быть удалена от ближайшей установки не более чем на 10 м. 
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Задачи для самостоятельного решения 
Задача 1. На отрезке [–2, 1] найти наибольшее значение функции 

224 32 aaxxxf +−=)(  в зависимости от параметра. 

Задача 2. При каком значении параметра a уравнение 
0323 22 =−++ axax  имеет только целые корни? 

Задача 3. Дорога, по которой проезжает ковбой Билли на своей 
лошадке Полли, пересекает железную дорогу под прямым углом 
(рис. 4.21). Подъезжая к железнодорожному переезду, Билли за-
метил поезд, мчащийся со скоростью 50 км/ч. Когда Билли нахо-
дился на расстоянии 1,2 км от переезда, а паровозу оставалось 
1,5 км до переезда, ковбою пришла в голову замечательная идея: 
ради спортивного интереса догнать поезд (хотя бы последний 
вагон) на своей лошадке Полли, которая может развивать ско-
рость 30 км/ч (когда она в хорошем настроении). Сможет ли Бил-
ли осуществить свою замечательную идею, если длина поезда: 
а) 90 м, б) 100 м? 

Задача 4. Горнолыжник на склоне горы оказался на пути схода 
лавины. Скорость V, которую может развить горнолыжник, зави-
сит от угла α  между направлением его движения и направлением 
вниз по склону: ,α= cosmVV  где mV  — максимальная скорость 
лыжника (рис. 4.22). Найти зону безопасности, т. е. множество 
точек, из которых горнолыжник сможет уйти от лавины. Лавина 
движется с постоянной скоростью mVU > , фронт лавины гори-
зонтальный, шириной l. 

 
Рис. 4.21 

 
Рис. 4.22 
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Задача 5. Лодка спускается по течению реки на расстояние a км, 
а затем поднимается против течения на расстояние b км. Какова 
должна быть собственная скорость лодки, чтобы вся поездка 
продолжалась не более чем t часов? 

Задача 6. Водоем имеет форму правильного треугольника. Меж-
ду расположенными на берегу поселками А и В ходит паром. Ве-
лосипедист, который направляется из А в В, может воспользо-
ваться паромом или ехать по берегу. При каком наименьшем 
отношении скорости велосипедиста к скорости парома переправа 
на пароме займет больше времени, чем поездка на велосипеде по 
берегу? 

Задача 7. Проход через пролив шириной 2h стерегут два чудо-
вища — Сцилла и Харибда. Каждое из чудовищ может мгновен-
но уничтожить любого мореплавателя, оказавшегося от них на 
расстоянии, меньшем R. Чудовища курсируют поперек пролива 
вдоль отрезка АВ от одного берега до другого с постоянной по 
величине скоростью U (рис. 4.23). Доплывая до берега, чудовища 
тут же разворачиваются назад и встречаются на середине проли-
ва. Какую наименьшую скорость должен иметь корабль Одиссея, 
чтобы благополучно пройти пролив, если: а) ,5,0/ =hR  
б) ?955,0/ =hR  

 
Рис. 4.23 

Задача 8. Впишите в заданный треугольник прямоугольник с за-
данной длиной диагонали d. Сколько решений имеет задача? 
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Задача 9. Через точку пересечения двух окружностей провести 
секущую так, чтобы ее часть, заключенная внутри кругов, была 
наименьшей. 

Задача 10. Площадь трапеции равна 1. Какую наименьшую дли-
ну может иметь наибольшая диагональ трапеции? 

Задача 11. Хозяйка раскатала лист теста в форме квадрата 
40×40 см, чтобы нарезать из него заготовок для пельменей (кру-
гов диаметром 5 см). Какое максимальное число кругов она смо-
жет нарезать из этого листа? 

4.2. Сколько корней имеет уравнение? 
Не пугайтесь этих уравнений. Они не 
такие страшные, как кажутся на первый 
взгляд. Скоро вы к ним привыкните,  
а потом они вам даже понравятся. 

Однажды на лекции 
 

Когда необходимо найти корни уравнения ,axf =)(  неизбежно 
возникают такие вопросы: существует ли решение при данном 
значении a? сколько существует решений? Для ответа на эти во-
просы приходится исследовать свойства функции )( xf  и, в част-
ности, ее экстремальные свойства, т. е. заниматься поиском наи-
большего и наименьшего значений ).(xf  

Рассмотрим несколько таких примеров, в которых большую 
пользу могут оказать нам знакомые уже приемы поиска экстре-
мума. 
Задача 1. Найдите все значения параметра a, при котором урав-

нение axx =++− 33    имеет единственное решение. 

Решение. Эту задачу можно довольно просто решить, например, 
так. Заметим, что .    0,3 ≥≤ ax  Возведем обе части уравнения  

в квадрат и получим  

. 3
2

1
9 22 −=− ax  
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График функции 29 xxy −=  )(  представляет собой полуок-
ружность радиусом 3 с центром в начале координат (рис. 4.24). 

График имеет с прямой 32/2 −= ay  единственную общую точ-
ку, только если прямая касается полуокружности, при 0=x . От-
сюда следует ответ: .32=a  

 
Рис. 4.24 

Задача 2. Найдите все значения параметра a, при котором урав-

нение axxxxx =++++−+−+− 253152 323  имеет 
единственное решение. 
Решение. Теперь предложение возвести обе части уравнения  
в квадрат не вызывает энтузиазма. Вместе с тем, выражение  
в левой части равенства, несомненно, имеет что-то общее с рас-
смотренным в предыдущей задаче. Возможно, решая предыду-
щую задачу "в лоб", мы упустили какое-то свойство функции 

xxxf ++−= 33   )( , которое могло бы дать нам другой под-

ход к решению, пригодный и для задачи 2? Какое же свойство 
мы оставили без внимания? Рассматривая выражение 

,253152 323 xxxxx ++++−+−+−       можно заметить, 

что оно содержит "парные" радикалы, например x−2  и 

. x+2  Они отличаются только знаком перед x. Это значит, что 
если заменить x на ),( x−  эти радикалы просто поменяются мес-
тами, при этом их сумма не изменится. Правда, тут еще один ра-

дикал 231 x−  "без пары". При замене x на )( x−  он не меняет 
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своего значения. Что же из всего сказанного следует? Только то, 
что если заменить x на ),( x−  то левая часть равенства не изме-
нится. Но это означает, что корни уравнения тоже парные: если 

λ=x  — решение уравнения, то λ−=x  тоже будет решением. Сле-
довательно, решение может быть единственным только в том слу-
чае, если оно равно нулю. Отсюда мгновенно получается ответ: 

,52221 ++=a  и получен он практически даром. 

Теперь проясняется то общее свойство функций из обеих задач 1 
и 2, которое мы не заметили сразу: )()( xfxf −= . Такие функции 

называются четными. Обратите внимание на тот факт, что об-
ласть определения функции )(xf  должна быть симметричной 

относительно точки 0=x  (иначе может оказаться, что значение 
)( xf −  не существует). Если же )()( xfxf −−= , то функция не-

четная. Так, например, функция x−3  не является четной и не 
является нечетной, зато любая функция типа )()()( xfxfxy −+=  

является четной. 

Упражнение  
Сконструируйте сами аналогичным образом из любой функции f(x) 
нечетную функцию y(x). Докажите, что любую функцию с симмет-
ричной областью определения можно представить в виде суммы 
четной и нечетной функций. 

Если непрерывная функция )(xf  на некотором интервале имеет 
минимальное значение m и максимальное значение M, то уравне-
ние axf =)(  имеет на этом интервале хотя бы одно решение при 

всех [ ]Mma ,∈ . Если )(xf  монотонна (т. е. или возрастает, или 

убывает на всем интервале), то уравнение axf =)(  при всех 

[ ]Mma ,∈  имеет единственное решение на этом интервале 
(рис. 4.25, а). Если же )(xf  немонотонна (т. е. имеет участки 

возрастания и участки убывания), то при некоторых значениях 
[ ]Mma ,∈  уравнение axf =)(  имеет более одного решения на 

интервале (рис. 4.25, б ). 
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а       б 

Рис. 4.25 

Вопрос   
Как обстоит дело с функцией  

xxxxxxf ++++−+−+−= 2 5 31 5 2 )( 323 ?  

Может ли уравнение axf =)(  иметь при некоторых a более одного 

решения? Является ли значение 52221 ++  экстремальным для 
f(x)? Найдите наибольшее и наименьшее значения функции f(x). 

Задача 3. Сколько решений имеет уравнение ?xx cos2/1 2 =−  

Решение. Один корень 0=x  виден сразу. Нет ли других? Сразу 
же замечаем, что в обеих частях уравнения стоят четные функ-
ции. Поэтому если уравнение имеет несколько положительных 
корней, то ровно столько же и отрицательных. Построим графики 

функций xxf cos=)(  и 2/1 2xxg −=)( . Тут могут быть два ва-
рианта расположения этих графиков. В первом случае (рис. 4.26, а) 
помимо точки 0=x  других точек пересечения графиков нет, во 
втором случае (рис. 4.26, б ) есть еще две точки. Какой же из ва-
риантов правильный? 

   
а       б 

Рис. 4.26 
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Перепишем уравнение в виде 2/cos1 2xx =−  и воспользуемся 

тождеством ).( 2/sin2cos1 2 xx =−  Теперь уравнение примет вид 

.)()( 22 2/2/sin xx =  Тут как раз к месту вспомнить неравенство 

,    xx ≤sin  верное при всех значениях x. В равенство оно пре-
вращается только при ,0=x  поэтому других корней нет. 

Задача 4. Сколько решений имеет уравнение 
)?()( xx cossinsincos =  

Решение 1. С помощью формулы приведения запишем уравнение 
в виде: 0cos2/cossincos =−π− )()( xx  и воспользуемся тождеством  







 +







 −=−

2
sin

2
sin2coscos

baab
ba . 

В результате получим  

.0
2

cossin

4
sin

42

cossin
sin2 =






 +−π⋅






 π+− xxxx

 

Отсюда следует, что или ,2/2cossin π−π=− nxx  или 
,2/2cossin π+π=+ nxx  где n — целое число. Однако при всех 

целых n оба выражения 2/2 π−πn  и 2/2 π+πn  по модулю не 
меньше, чем 2/π . В то же время, наибольшее по модулю значе-
ние выражений xx cossin −  и xx cossin +  равно .2  Поскольку 

,22/ >π  то корней уравнение не имеет. 

Решение 2. Заметим, что достаточно найти все корни на интерва-
ле длиной π2 , т. к. функции xx cos,sin     периодические. Далее 
заметим, что в обоих частях уравнения стоят четные функции, по-
этому достаточно найти все корни на интервале π≤≤ x0 . Рассмот-
рим поведение функций )( xsincos  и )( xcossin  при .2/0 π≤≤ x  На 
этом интервале переменная 0sin ≥=α x , и функция α=α cos)( f  

убывает. Для 0>α  справедливо неравенство  

 .α>α sin  (4.4) 
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Из монотонного убывания αcos  и неравенства (4.4) следует 
.)( xx cossincos ≥  С другой стороны, полагая в (4.4) xcos=α , по-

лучаем ),( xx cossincos >  Таким образом, при 2/0 π≤≤ x  имеем 
).()( xx cossinsincos >  Осталось рассмотреть интервал .π≤<π x2/  

На этом интервале ,1cos0 −≥> x  поэтому ).( xcossin0 >  При этом 
,0sin1 >≥ x  поэтому 0.)( >xsincos  Отсюда получаем 

).(0)( xx cossinsincos >>  Таким образом, неравенство 
)()( xx cossinsincos >  верно при всех значениях переменного.  

Задача 5. Решите уравнение .)()( 100100200200 161116 yxyx =+⋅+  

Решение. На первый взгляд задача выглядит странно: уравнение 
всего одно, а неизвестных два. Но это обстоятельство и служит 
подсказкой. Тут явно присутствует какое-то экстремальное свой-
ство выражений, из которых составлено уравнение. 
Перепишем уравнение в виде  

.16
11

16
100

100
100

100 =









+⋅







 +
y

y
x

x  

Теперь заметим, что  

8
1

16
100

100 ≥+
x

x , 2
1
100

100 ≥+
y

y  

(какое неравенство мы использовали?). Перемножив эти неравен-
ства, получим 

.16
11

16
100

100
100

100 ≥









+⋅







 +
y

y
x

x   

Равенство возможно только при . , 1116 200200 == yx  Отсюда 
.  , 12/1 50 ±=±= yx  

Задача 6. Докажите, что при любом действительном значении 

параметра a уравнение 0163 2252003 =−⋅+⋅++⋅ xaxaxxa  имеет 
на интервале [ ]10   ,  хотя бы один корень. 
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Решение. Заметим, что функция  

163 2252003 −+++= axxaxaxxf )(  

непрерывна при всех значениях параметра, причем ,)( 10 −=f  

.)()( 012541 22 >++=++= aaaf  Так как непрерывная функ-
ция принимает все значения между 00 <)(f  и ,)( 01 >f  то хотя 
бы в одной точке она принимает значение ноль. 
Задача 7. Найти все действительные решения системы уравнений  

   

).( 

 ),(

 ),(









+=
+=
+=

22

22

22

1/2

1/2

1/2

yyz

xxy

zzx

 

Решение. Прежде всего, заметим, что неизвестные x, y, z неотри-
цательны и система уравнений симметрична относительно неиз-
вестных x, y, z. Это наводит на мысль рассмотреть отношения 
x / z, y / x, z / y (если только xyz 0≠ ). Запишем уравнения в виде 

222 1

2

1

2

1

2

y

y

y

z

x

x

x

y

z

z

z

x

+
=

+
=

+
=    ,   , .  

Заметим, что наибольшее значение правой части каждого урав-
нения равно 1 (докажите это.) Отсюда следуют неравенства 

.  ,  , yzxyzx ≤≤≤  Эти три неравенства будут верными только 

при условии ,zyx ==  т. к. каждое неизвестное удовлетворяет 

уравнению ).( 22 1/2 xxx +=  Решая его, находим два решения: 

(0; 0; 0) и (1; 1; 1). 

Задача 8. Найти все действительные решения системы уравне-
ний 







=+
−=−

.

, 

xyz

xyyzx

21

4121
2

2

 

Решение. Прежде всего, найдем область допустимых значений 
выражений, входящих в уравнения. Из первого уравнения полу-
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чаем ,4/1≤xy  а из второго уравнения следует .12 ≥xy  Отсюда 

. , , 104/1 2 === xzxy  Система имеет два решения: (1; 0,25; 0) и 
(– 1; – 0,25; 0). 

Задача 9. Решить систему уравнений: 





=−+−+−+−
=+++

.    

,

616941

8
2222 tzyx

tzyx
 

Решение 1. Прежде всего, заметим, что ,  1≤x  ,  2≤y  ,  3≤z  

.  4≤t  Радикалы во втором уравнении наводят на воспоминания 

о теореме Пифагора. Так, например, если x — это длина катета  
в прямоугольном треугольнике с единичной гипотенузой, то 

21 x−  — это длина другого катета. Однако величина x в пер-
вом уравнении может быть и отрицательной, поэтому лучше счи-
тать ее одной из координат вектора единичной длины. Тогда 

21 x−  — другая координата вектора. 

Продолжим в этом геометрическом духе и сформулируем задачу 
так: на координатной плоскости Ouv даны четыре вектора 

4321 aaaa  , , ,  длиной 1, 2, 3, 4 соответственно. Известно, что 

координата суммы этих векторов по оси Ou равна 8, координаты 
всех векторов по оси Ov неотрицательны, и их сумма равна 6. 
Какой вывод можно сделать о положении этих векторов на плос-
кости? Первое, что необходимо выяснить — какова длина век-
торной суммы .4321 aaaa +++  На этот вопрос ответить нетруд-

но: длина векторной суммы равна .1086 22 =+  Сравнивая ее с 
суммой длин всех четырех векторов, приходим к выводу, что 

,     43214321 aaaaaaaa +++=+++  т. е. все четыре вектора 
коллинеарны и сонаправлены. Следовательно, координаты всех 
четырех векторов пропорциональны числам 8 и 6, т. е. 

. 3/41/ 2 =− xx  Отсюда: ,5/4=x  а величины y, z, t соответ-
ственно в два, три и четыре раза больше. 
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Решение 2. В этой системе явно не хватает уравнений (всего два, 
а неизвестных четыре). Введем параметры a и b и расщепим каж-
дое из уравнений на два уравнения. У нас получится две системы 
уравнений: первая относительно неизвестных x, t, вторая — от-
носительно неизвестных y, z. 





+=−+−
+=+

;  

,

atx

btx

3161
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22    





−=−+−
−=+

.  

,
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Теперь количество неизвестных совпадает с числом уравнений. 
Представим, что значения a и b нам известны, и начнем решать 
первую из этих систем. Сделаем замену переменных: ,α= sinx  

,β= sin4t  где .  , 2/02/0 π<β<π<α<  Тогда 

.  , β=−α=− cos416cos1 22 tx  Уравнения примут вид  

 
.

  , 

α−+=β

α−+=β

cos3cos4

sin4sin4

a

b
 (4.5) 

Возведем оба уравнения (4.5) в квадрат и сложим их, в результате 
получим: 

( ) .)()()()( 1cos3sin423416 22 +α++α+⋅−+++= abab  

Преобразуем полученное уравнение в виде 

 .
)()(

)()(
2

1534
cos3sin4

22 −+++=α++α+ ab
ab  (4.6)  

Чтобы уравнение (4.6) имело решение относительно ,α  необхо-
димо выполнение условия  

 .)()(
)()( 22

22

34
2

1534
ab

ab +++≤−+++
 (4.7) 

Обозначим 22 34 )()( abm +++=  и запишем (4.7) в виде нера-

венства .01522 ≤−− mm  Отсюда следует, что ,5≤m  т. е.  

 .)()( 2534 22 ≤+++ ab  (4.8) 
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Теперь займемся системой уравнений относительно y, z. Сделаем 
замену ,γ= sin2y  ,z δ= sin3  где  ,2/0 π<γ<  2/0 π<δ< , и за-
пишем уравнения в виде  

 
.

  ,2sin 

γ−−=δ

γ−−=δ

cos23cos3

4sin3

a

b
 (4.9) 

Возведем оба уравнения (4.9) в квадрат и сложим их. В результа-
те получим уравнение  

 .
)()(

)()(
4

534
cos3sin4

22 −−+−=γ−+γ− ab
ab  (4.10) 

Чтобы (4.10) имело решение относительно ,γ  необходимо, чтобы 

неотрицательная величина 22 34 )()( abn −+−=  удовлетворяла 

неравенству .0542 ≤−− nn  Отсюда следует, что ,5≤n  т. е.  

 2534 22 ≤−+− )()( ab .  (4.11) 

Складывая (4.8) и (4.11), получим неравенство .022 ≤+ ba  Отсю-
да сразу следует, что a = 0 и b = 0. Далее уже нетрудно получить  

,
5

4
sinsinsinsin =δ=γ=β=α  .

5

16

5

12

5

8

5

4 ==== tzyx   ,  , ,   

Задача 10. Два цилиндра имеют одинаковый объем и одинако-
вую площадь полной поверхности. Равны ли они? 

Решение. Пусть x — радиус, y — высота цилиндра. Тогда объем 

цилиндра ,yxV 2π=  площадь полной поверхности .222 xxyS π+π=  

Обозначим bS/aV =π=π 2  ,/  и сформулируем задачу так: сколь-
ко решений может иметь система уравнений  







=
=+

;

,

ayx

bxxy
2

2

 

при ?  , 00 >> ba  Если окажется, что система имеет единственное 
решение, это означает, что цилиндры равны. 
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Выразим из второго уравнения 2/ xay =  и, подставив в первое, 
получим одно уравнение для переменной x : 

 .bxax =+ /2  (4.12) 

Чтобы выяснить, существует ли решение уравнения (4.12), най-

дем минимум функции .)( xaxxf /2 +=  При помощи неравенст-
ва о среднем арифметическом и среднем геометрическом получа-

ем .)( 3 22 4/32/2/ axaxaxxf ≥++=  Следовательно, уравнение 
(4.12) имеет решение только тогда, когда параметры связаны ус-

ловием .3 2 4/3 ab ≥  

Теперь рассмотрим, сколько решений имеет (4.12), если это ус-
ловие выполнено. При малых значениях x значения )( xf  близки 

к ,x/a  т. е. )( xf  убывает, а при больших значениях x значения 

)(xf  близки к ,2x  т. е. )( xf  возрастает. График )( xfy =  имеет 
вид, показанный на рис. 4.27 и пересекается с прямой by =  ров-

но в двух точках, если ,3 2 4/3 ab >  или касается прямой если 

.3 2 4/3 ab =  Таким образом, при условии 4//272/ 23 )()( π>π VS  

существуют два различных цилиндра с одинаковым объемом и 
одинаковой площадью поверхности, а при условии 

4//272/ 23 )()( π=π VS  существует единственный цилиндр. 

Упражнение  
Найдите отношение диаметра и высоты цилиндра, у которого объем  
и площадь поверхности связаны условием .27(/2( 23 4/)) π=π V/S  

Задачи для самостоятельного решения 
Задача 1. Найдите все действительные числа x, y, z, удовлетво-
ряющие уравнению  

.01248619 222 =+−−++ xyxzxyzyx  
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Задача 2. Найдите все действительные числа x, y, удовлетво-
ряющие уравнению 

.)( 04cos42 =+⋅+ yxxx  

Задача 3. Найдите все действительные числа x, y, удовлетво-
ряющие уравнению 

.y
x

x
x

x sin
2

1
12

cos

1
cos

sin

1
sin

2

2
2

2

2
2 +=






 ++






 +  

Задача 4. Найдите все действительные числа x, y, удовлетво-
ряющие уравнению 

( ) .)()( 0sin2sin 2 =+−⋅++ yxxxyx  

Задача 5. Найдите все действительные числа x, y, удовлетво-
ряющие уравнению 

( ) .)()( 012cos12cos 22 =++⋅+⋅+⋅ xyxxyx  

Задача 6. Найдите все действительные числа x, y, удовлетво-
ряющие уравнению 

.)( 01sin22 =+⋅+ yxxx  

Задача 7. Найдите наименьшее значение параметра a, при кото-
ром уравнение  

a
xx =−+
53

162

  

имеет решение.  
Задача 8. Найдите все действительные числа a, b, c, d, удовле-
творяющие уравнению  

.04,02222 =+−⋅−⋅−⋅−+++ ddccbbadcba  

Задача 9. Найти все действительные решения системы уравнений  

  
).(

,





+−⋅=+
+=

zyxyzx

yxz

2

2
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Задача 10. Найти все действительные решения системы урав-
нений 

.2   ,2   ,2   , 2222 11112 txztyzxy +=+=+=+=  

Задача 11. Найти все действительные решения системы уравне-
ний 

. ,  , 111 =−=−=− x zzyyx  

Задача 12. Действительные числа nxxx , , 21  удовлетворяют 
равенствам 

n
n x

x
x

x
x

x
111

2
2

1
1 +==+=+ . 

Докажите, что для любых двух чисел km xx   ,  из этого набора ли-

бо km xx =  или .  1=⋅ mk xx  

Задача 13. Докажите, что если действительные числа x, y, z, t 

удовлетворяют уравнению ),( 2222 2 zyztyzxytx −−++=+  то 

x = y = z = t. 

Задача 14. Найдите наибольшее и наименьшее значение выраже-
ния ,22 yxyx +−  если .222 22 =++ yxyx  

Задача 15. Найдите наименьшее значение x, для которого суще-
ствуют действительные числа y, z, удовлетворяющие уравнению 

.12 222 =−−+++ yzxzxyzyx  

4.3. Когда без производной  
не обойтись 
Вы, конечно, заметили, что до сих пор при поиске экстремума 
функции мы нигде не использовали производную. Это не слу-
чайность, а обдуманное намерение автора. Причины к тому час-
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тично указаны в начале главы 2: производная — не универсаль-
ное средство. Мы рассмотрели немало задач, в которых понятие 
производной не могло бы ничем нам помочь при поиске экстре-
мума. Отсюда, однако, не следует, что в любой задаче, где требу-
ется найти экстремум, можно обойтись без понятия производной. 
Иногда с помощью производной задача решается гораздо проще 
и быстрее, а иногда использование производной — единственно 
возможное средство решения. 

В этом параграфе мы рассмотрим именно такие задачи. Здесь от 
читателя потребуется четкое представление о том, что такое пре-
дел последовательности, предел функции, производная. Кроме 
того, потребуется знание производных некоторых элементарных 
функций, а также умение дифференцировать сумму, произведе-
ние, отношение функций и сложную функцию. Напомним неко-
торые из этих правил. 

Производная произведения функций )( xf  и )( xg : 

( ) .gfgfgf ′⋅+⋅′=′⋅  

Производная отношения функций )( xf  и )( xg : 

.
2g

fggf

g

f ′−′=
′









 

Дифференцирование сложной функции ))(( xgfF = : 

пусть ),( gfF =  ),( xgg =  тогда ).()()( 000 xggfxF ′⋅′=′   

Пример. Вычислить производную функции ).()( xxF sin=  

Решение. Здесь ,)(  ,)( xxgggf == sin   ,ggf cos)( =′  

.)( xxg 2/1=′  При этом  

.
)(

)(
0

0
0

cos

2

1

x

x
xF ⋅=′  
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Муравей на консервной банке 
Пешеход, бредущий верной доро-
гой, обгонит всадника, скачущего 
по неверному пути. 

Восточная пословица 
 

Муравей находится на поверхности цилиндра радиусом R и вы-
сотой h в некоторой точке А окружности торца цилиндра. Ему 
нужно перебраться в точку В, наиболее удаленную от А, распо-
ложенную на окружности другого торца цилиндра. Как ему это 
сделать кратчайшим путем? Муравей может двигаться только по 
поверхности цилиндра. 
Решение. Часть пути муравья пройдет по боковой поверхности 
цилиндра (участок АС), а другая часть (участок СВ) по торцу ци-
линдра. Ясно, что на верхнем торце муравей должен двигаться 
кратчайшим путем между точками С и В (рис. 4.27). Как найти 
длину участка АС? Для выяснения этого развернем боковую по-
верхность цилиндра на плоскость. У нас получится прямоуголь-
ник (рис. 4.28). Кратчайший путь между точками А  
и С — это прямая, и длину участка АС можно найти по теореме 
Пифагора для прямоугольного треугольника АА1С. Искомая дли-

на  равна .CAAA 1
22

1 +  Кстати говоря, на боковой поверхности 

цилиндра линия АС будет кривой, которая называется винтовой  
 

 
Рис. 4.27 

 

 
Рис. 4.28 
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линией. Именно эту линию прочерчивает на поверхности заго-
товки резец при нарезке резьбы в токарном станке. Тот факт, что 
нам удалось так просто найти длину участка кривой — большая 
удача! Нам повезло в том, что развертка боковой поверхности 
цилиндра без искажений переносится на плоскость. 

Вопрос  
Какие еще известные вам тела вращения обладают таким свой-
ством? 

Центр окружности верхнего торца точку О соединим с точками С 
и В. Обозначим 2/02 π≤α≤α=∠    ,OCA1  (рис. 4.27). Тогда ду-

га ,CA1 α= R2  отрезок .AC 222 4 α+= Rh  В равнобедренном 
треугольнике ВОС углы ОВС и ОСВ равны α  (А1В — диаметр), 
поэтому длина хорды СВ равна αcos2R . Таким образом, нам 
надо найти значение переменной ,α  при котором функция 

α+α+=α cos24 222 RRhS )(  принимает наименьшее значение. 
Для исследования поведения этой функции найдем ее производную: 

.)( α−
α+

α=α′ sin2
4

4
222

2

R
Rh

R
S  

Если всюду на некотором интервале значений α  производная 
,)( 0<α′S  то функция )(αS  убывает на этом интервале, в случае 

обратного неравенства — возрастает. Надо выяснить, положи-
тельное или отрицательное значение имеет выражение  

α−
α+

α=α′
sin

2 22pR

S )(
  

на интервале . 2/0 π≤α≤  Здесь мы ввели геометрический пара-
метр .Rhp 2/=  Введем новую переменную β  с помощью заме-
ны ,β⋅=α tgp  где .)arctg( 2//0 π<α=β≤ p  Тогда  

).tg(  , β⋅=αβ=
α+

α
p

p
sinsinsin

22
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Рассмотрим функцию ).tg()( β⋅−β=β=′ pfRS sinsin2/  Восполь-
зуемся тригонометрическим тождеством и представим )(βf  в 
виде 

.
tgtg

)( 





 β⋅−β







 β⋅+β=β

2
sin

2
cos2

pp
f  

Поскольку ,)tg( 2/20 π<β⋅+β≤ /p  то в этом произведении ко-
синус принимает только положительные значения, а положи-
тельность или отрицательность значений синуса определяется 
выражением ).tg(tg ββ−⋅⋅β=β⋅−β //1 ppp  Таким образом, все 
сводится к выяснению знака выражения .tg ββ− //1 p  Тут может 
быть два варианта. 
Первый вариант: 1/1 <p . Тогда ,tg 0//1 <ββ−p  поскольку 

.tg 1/ >ββ  В этом случае )(αS  убывает на всем интервале и дос-
тигает минимума в крайней точке .2/π=α  

Второй вариант: .1/1 >p  Тут придется исследовать функцию 

ββ=β /tg)(F *. Находим производную )(β′F и выясняем, что  
в исследуемом интервале  

.
tg)(tg

)( 0
2

2sin
1

cos

1
22

>







β
β−

ββ
=

β
β−β⋅′β=β′F   

Таким образом, функция )(βF  монотонно возрастает, и область ее 
значений .1≥F  Следовательно, принимать значение, равное ,/1 p  

она может только в единственной точке ,0β=β  причем при 

00 β<β≤  ,)( pF /1<β  а при 0β>β  .)( pF /1>β  Следовательно, 

функция )(αS  возрастает при 00 β⋅<α≤ tgp  и убывает при 

.tg 0β⋅>α p  В точке 0β⋅=α tgp  достигается максимум функ-
ции ),(αS  а минимум может достигаться только на краях интер-

                                                           
* Функция )(βF  не определена при 0=β , но для читателя, знакомого с поня-

тием предела функции, несложно выяснить, что .)(tg 1/lim
0

=ββ
→β
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вала. То есть из двух значений )0(S  и )( 2/πS  надо выбрать наи-
меньшее. Найдем критическое значение параметра, при котором 

)(0S  = )( 2/πS . Решая уравнение ,2222 RhRh π+=+  находим 

критическое значение .)( 8/42/ 2 −π=Rh  

Итак, подведем итог. Если 8/42/ 2 )( −π<Rh  (банка из-под 
шпрот), муравью надо ползти по образующей АА1, затем по диа-
метру А1В, при этом длина его пути .Rh 2+  Если же 

8/42/ 2 )( −π>Rh  (банка из-под пива), муравью следует сразу 
ползти в точку В по боковой поверхности банки (по винтовой 

линии), при этом длина его пути .222 Rh π+  

О переправе или о том, что прямой путь  
не всегда самый быстрый 
Турист находится на берегу реки в точке А и торопится попасть 
на автобусную остановку в точке В на противоположном берегу 
реки (прямая АВ перпендикулярна берегам). Местный житель 
взялся перевезти туриста через реку на своей лодке. Скорость 
течения реки U, скорость лодки ,1V  турист может бежать по бе-
регу со скоростью ,2V  ширина реки h. Под каким углом к прямой 
АВ следует направить лодку (рис. 4.29), чтобы турист добрался 
до автобусной остановки за наименьшее время? 

 
Рис. 4.29 
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Решение. Во время переправы лодку сносит течением, и она 
причалит к берегу в некоторой точке С. Далее турист должен бе-
жать на остановку по берегу. Время путешествия складывается из 
двух слагаемых: времени, затраченного непосредственно на пе-
реправу, и времени пробежки по берегу. 

Пусть вектор скорости лодки образует некоторый острый угол α  
с прямой АВ. Очевидно, что вектор скорости лодки должен быть 
повернут относительно прямой АВ против течения реки. Дейст-
вительно, если вектор скорости лодки повернуть на такой же 
угол по течению, то в этом случае время переправы было бы тем 
же, но лодку снесло бы течением дальше и путь по берегу был бы 
больше. Тогда в направлении, перпендикулярном берегу, лодка 
перемещается со скоростью ,αcos1V  а в направлении течения — 

со скоростью .α− sin1VU  Возникает резонный вопрос: можно ли 
переправиться так, чтобы турист вышел из лодки сразу в точке В? 
Очевидно, это возможно, только если .UV >1  

 
Рис. 4.30 

Рассмотрим случай, когда скорость лодки больше скорости тече-
ния. Если направить лодку под углом 0α  так, чтобы 

,10 /sin VU=α  (рис. 4.30), то лодка будет двигаться по линии АВ. 
Такой маршрут будет самым коротким. Но будет ли он самым 
быстрым? Заметим еще, что в любом случае угол α  не должен 
быть больше ,0α  иначе время переправы увеличится ( αcos  
уменьшится), и к тому же туристу еще придется бежать по бере-
гу. Таким образом, угол α  меняется в интервале 00 α≤α< . 

Определим теперь функцию, минимум которой надо найти. Вре-
мя, затраченное только на переправу, .α= cos/ 11 Vht  За это время 
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лодку снесет вниз по течению на расстояние 
),(BC α−⋅= sin11 VUt  поэтому время пробежки туриста по берегу 

составит .)(BC 21122 /sin/ VVUtVt α−⋅==  Все время путеше-
ствия составит 

,
)()()(

α
α−⋅

⋅
+⋅

=
α−+

=
cos

sin1sin

21

2

2

121 k

VV

UVh

V

VUVt
t  

где ).( 21 / VUVk +=  Таким образом, нам надо найти наименьшее 
значение функции αα−=α cossin1 /kf )()(  на интервале 

.00 α≤α<  Найдем производную 

.
)(

)(
α
−α=

α
α−⋅α+α−=α′

22

2

cos

sin

cos

sin1sincos kkk
f   

Производная равна нулю при .km arcsin=α=α  При 

,)(  00 <α′α<α< fm  а при .)(  0>α′α<α fm  Таким образом, 

при mα=α  функция )(αf  достигает минимума. Для того чтобы 

существовало такое значение угла ,mα  необходимо условие 
.21 VUV +≤  Теперь нужно выяснить, находится ли значение mα   

на интересующем нас интервале [ ]. , 00 α  Сравнивая значения 

mαsin  и ,0sinα  приходим к следующему выводу. Если 

,)( 21 VUUVU +<<  то ,0α<αm  и минимум функции )(αf  дос-
тигается при mα=α  (проверьте, что условие 21 VUV +≤  при этом 

выполнено). Если же выполнено неравенство ,)( 12 VVUU <+  то 

минимум функции )αf(  достигается при .0α=α  

В том случае, когда скорость лодки меньше скорости течения, 
т. е. ,1 UV <  не существует угла ,0α  который дает туристу воз-
можность высадиться на автобусной остановке. Минимум функ-
ции )(αf  опять же достигается при .mα=α  

Подведем итог. Если ,)( 21 VUUV +>  то лодку необходимо на-
править к линии АВ под углом ( )./arcsin 1VU=α  Если же 
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,)( 21 VUUV +<  то лодку необходимо направить к линии АВ 

под углом ( )./arcsin 21 )( VUV +=α  

О невезучем рыбаке,  
догоняющем свою лодку  

Ветер по морю гуляет 
И кораблик подгоняет… 

А. С. Пушкин 

 
Рыбак на лодке доплыл до круглого острова, оставил лодку у бере-
га в точке А (рис. 4.31) и пошел осматривать остров. Когда он на-
ходился в точке В (АВ — диаметр), он вдруг заметил, что лодку 
волной стаскивает с отмели и ветер гонит ее по касательной к ост-
рову со скоростью 2,6 км/ч. Рыбак может бежать по берегу со ско-
ростью 10,4 км/ч, а плыть со скоростью 2 км/ч. Сможет ли рыбак 
догнать свою лодку? 

 

 
Рис. 4.31 

 
Рис. 4.32 

Решение. Рассмотрим, при каком расположении рыбака и лодки 
в момент начала "заплыва" можно догнать лодку вплавь. Пусть 
АК — касательная, по которой движется лодка, рыбак вошел  
в воду в точке Р, расстояние РС от точки Р до прямой АК равно h 
(рис. 4.32). Лодка в этот момент находится в некоторой точке L 
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на отрезке АС, иначе плыть за ней бессмысленно (скорость плы-
вущего рыбака меньше скорости лодки). Обозначим расстояние 

.LC l=  Пусть рыбак догнал лодку в точке D ( x=CD ). Тогда 
отношение расстояний, пройденных лодкой и рыбаком за время 
"заплыва", равно отношению скоростей, т. е. 

.,
PD

LD
31

22
=

+

+=
xh

xl
 

Преобразуем это уравнение: 

.),(, 06912690 222 =−⋅+⋅− lhlxx  

Для того чтобы оно имело действительные решения, необходимо, 
чтобы дискриминант был неотрицательным. Отсюда получаем 
условие  

 ., hl ⋅≥ 690  (4.13) 

Рассмотрим теперь, сможет ли рыбак его реализовать. Пусть О — 
центр острова радиусом R, .AOP ϕ=∠  Тогда =ϕ−= )( cos1Rh  

),( 2sin2 2 /R ϕ=  .AC ),(BP ϕ=ϕ= sin2/cos2 RR  Отношение рас-
стояний, пройденных рыбаком и лодкой во время "забега", также 
равно отношению их скоростей, т. е. .BP  AL 4/1=/  Отсюда 
следует 

=ϕ−ϕ⋅=−= )(ALAC 2cos
2

1
sin /RRl  







 −ϕ⋅ϕ=






 −ϕ⋅ϕ=

4

1
2sin2cos2

4

1
2sin2cos2 )()()()( //R//R .  

Для угла ϕ  из условия (4.13) получаем неравенство  

 ).(,)()( 2sin690
4

1
2sin2cos 2 /// ϕ≥






 −ϕ⋅ϕ  (4.14) 

Сделаем замену )( 2/tgx~ ϕ=  и преобразуем (4.14) к виду: 

 . , 22 ~1
4

1~690~ xxx +≥⋅−  (4.15) 
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График правой части (4.15) — гипербола , , 2~1250 xy +=  вы-

пуклая вниз*. Асимптотой гиперболы является прямая ., xy ~250=  

Графиком левой части (4.15) является парабола 2~690~ xxy ⋅−= ,  

с вершиной в точке ,,, 690/50~ =x  выпуклая вверх. Чтобы выяс-
нить, существуют ли точки, в которых парабола лежит выше ги-
перболы, можно взять вершину параболы и проверить, выполня-
ется ли неравенство 

 .
,

 
, 6904

1
1

4

1

690

1

4

1

⋅
+≥⋅  (4.16) 

Если оно окажется неверным, то это еще не означает, что реше-
ний (4.15) не существует. Но неравенство (4.16) оказывается вер-
ным! Рыбак сможет догнать свою лодку, если у него не только 
сильные мышцы, но и хороший глазомер! Конечно, такое реше-
ние очень похоже на "метод тыка", но в тяжелой ситуации для 
решения проблемы все средства хороши. 

Проведем все же исследование существования решения неравен-
ства (4.15). Рассмотрим вместо (4.15) неравенство  

 ,, 22 ~1250~~ xxax +≥⋅−  (4.17) 

где a — параметр, и выясним, при каких значениях a имеются 
решения неравенства (4.17). Умножим обе части (4.17) на a и 
сделаем замену .x~az ⋅=  Тогда неравенство примет вид  

 .222 25,0 zazz +≥−  (4.18) 

Теперь вершина параболы 2
1 zzzy −=)(  в точке 50,=z  и поло-

жение гиперболы 22
2 250 zazy += ,)(  зависит от параметра a 

(чем больше значение a, тем выше расположена гипербола). При 
малых значениях a графики )( zy1  и )( zy2  пересекаются 

                                                           
* В декартовой системе координат уравнение гиперболы .)()( 122 =− b/xa/y  
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(рис. 4.33), а при 1=a  заведомо не пересекаются, т. к. 
,25)( 01 ≤zy , ,25.)( 02 >zy  Следовательно, существует такое кри-

тическое значение параметра a, при котором графики функций 
)(zy1  и )(zy2  касаются в точке ,cz  принадлежащей интерва-

лу (0, 1). В этой точке одновременно выполняются два условия: 
)()( cc zyzy 21 =  и ).()( cc zyzy 21 ′=′ * 

 
Рис. 4.33 

Для того чтобы найти cz  и ,ca  решим систему уравнений 

 








+
⋅=−

+=−

.,

,,

22

222

25021

250

za

z
z

zazz
 (4.19) 

Перемножая левые и правые части этих уравнений, получаем 
квадратное уравнение  

0
16

15
32 2 =+− zz  

(при этом мы поделили обе части на 0≠z ). Отсюда находим 

44,042/33 ≈−= /zc )(  (второй корень посторонний, т. к. не при-
надлежит интервалу (0; 1)). Подставив найденное значение в любое 
из уравнений (4.19), находим критическое значение 860,≈ca .  

Таким образом, при caa <  неравенство (4.18) имеет решение.  
                                                           
* Вспомните геометрический смысл производной: производная равна тангенсу 
угла между касательной к графику и осью абсцисс. 
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В нашей задаче значение ,ca,a <= 690  поэтому у рыбака имеет-
ся некоторый диапазон направлений движения, в которых он мо-
жет бежать по острову, чтобы гарантированно догнать свою лодку. 

Об одном страшноватом  
на вид уравнении 

"Интересно, имеет ли эта непонятная 
штука если не смысл, то хотя бы на-
чало?" — сказал один любопытный 
кролик, гуляя по лесу и споткнув-
шись о хвост очень длинного удава. 

С. Бобров, "Волшебный двурог" 
 

Как вам понравится идея решить такое уравнение: 

 4=
xxx ? (4.20) 

Здесь все показатели степени образуют бесконечную "этажерку". 
Выглядит уравнение страшновато, однако попробуем его все-
таки решить. 

Будем рассуждать так. Уберем из бесконечной "этажерки" нижнюю 
"полочку". При этом "этажерка" останется бесконечной, т. е. не из-
менится. Значит, можно "этажерку" из показателей степени просто 

заменить четверкой. В результате мы придем к уравнению .44 =x  

Поскольку основание положительно, получаем решение .2=x  

Ободренные таким легким успехом, мы теперь запросто решим 
аналогичное уравнение: 

.2=
xxx  

Рассуждая точно так же, приходим к уравнению ,22 =x  решение 
которого .2=x  Теперь сравните эти два равенства:  

42
22

=  и 22
22

= . 
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Получается, что 2 = 4. Этот вывод наводит на нехорошие подоз-
рения, что тут не все так гладко, как кажется на первый взгляд. 
Придется разобраться с вопросом: 

Что означает выражение 
xxx ? Как его надо понимать? 

Решение. Пусть число .0>a  Рассмотрим следующую последо-

вательность, заданную рекуррентно: ,  0
10 ,1 xaxx ==  ,1

2
xax =  

т. е. .1−= nx
n ax  Если эта последовательность сходится, то выра-

жение 
aaa  следует понимать как предел этой последователь-

ности. 

Исследуем, при каких значениях 0>a  последовательность nx  
сходится и какие значения может принимать предел этой после-
довательности. Можно, например, пойти путем эксперимента: 
взять калькулятор и вычислять по порядку члены последо-
вательности .nx  Такой эксперимент, конечно, не может служить 
доказательством сходимости изучаемой последовательности, но 
может помочь нам обнаружить какую-либо закономерность. Цель 
эксперимента — сделать правдоподобное предположение, т. е. 
догадку. Затем уже эту догадку нам придется доказать (без этого 
никак не обойтись). 

Возьмем для начала .2=a  Вычисляя ;21 =x  ;42 =x  ;163 =x  

,655364 =x  видим, что члены последовательности быстро растут 
и последовательность расходится. Будем уменьшать число a. 

Возьмем теперь .,414212 ≈=a  Находим ;,414211 ≈x  ;,63212 ≈x  

  ;,76113 ≈x  ;,96614 ≈x  .,99915 =x  Похоже на то, что предел по-
следовательности равен двум. 

При 1=a  все члены последовательности равны 1 и предел также 
равен 1. 

Теперь возьмем a = 0,5. Находим  ;,501 =x    ;,70702 =x  

., ;, 65406130 43 == xx  Пока закономерность не ясна, но, вычис-
лив еще несколько членов, замечаем, что при n > 14 первые че-
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тыре значащих цифры после запятой не меняются. Похоже, по-
следовательность сходится и предел ее равен примерно .,640  

Наконец, возьмем a = 0,01. Вычисляем  ;,0101 =x  ;,95502 =x  

;,012303 =x  .,  ;, 01309450 54 == xx  Вычислив еще несколько чле-
нов, убеждаемся, что происходит "болтанка": члены с нечет-ными 
номерами примерно равны 0,013, а члены с четными номерами при-
мерно равны 0,94. Вывод: предела последователь-ность не имеет. 
Итак, численный эксперимент выявил следующую картину. Ко-
гда значения a > 0 лежат в некотором диапазоне, последователь-
ность nx  сходится; в остальных случаях последовательность яв-
ляется расходящейся. Границы этого диапазона в эксперименте 
определить сложно. Во всяком случае, интервал )2  ;,( 50  при-
надлежит этому диапазону. Кроме того, мы выяснили, что при 

2=a  предел последовательности nx  равен двум. Отложим 
калькулятор и начнем рассуждать. 

Пусть число s является пределом последовательности .1−= nx
n ax  

Тогда число s должно быть корнем уравнения 

 .sas =  (4.21)  

Возьмем натуральный логарифм от обеих частей равенства (4.21) 
и запишем его в виде  

 
s

s
a

ln
ln = . (4.22) 

Исследуем поведение функции sssy /ln=)( , определенной при 
,0>s  и установим область ее значений. Для этого найдем произ-

водную .)()( 2/ln1 sssy −=′  Как видим, производная равна нулю 
при ,1ln =s  т. е. при .es =  

При es <  0,)( >′ sy  а при es >  0.)( <′ sy  Таким образом, функ-
ция )(sy  возрастает на интервале (0; e) и убывает на интервале 

). ;( ∞e  Следовательно, при es =  функция )(sy  достигает макси-

мального значения, равного .1−e  На интервале 10 << s  0,)( <sy  
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причем ,)( −∞=
→

ss
s

/lnlim
0

 а на интервале 1>s  0.)( >sy  Исследуя 

поведение )(sy  при ,∞→s  находим, что .)( 0/lnlim =
∞→

ss
s  

 
Рис. 4.34 

Таким образом, график функции )(sy  имеет вид, показанный  

на рис. 4.34. Чтобы уравнение (4.22) имело решение, этот график 
должен иметь общие точки с горизонтальной прямой .ay ln=   

С помощью рис. 4.34 можно сделать следующий вывод. 

При 0ln <a  уравнение (4.21) имеет единственный корень .10 <s  

При 1ln0 −<< ea  уравнение (4.21) имеет два решения 11 >s  и 

;12 >s  причем ,es <1  .es >2  При 1ln −= ea  оба корня уравнения 

(4.21) равны e. При 1ln −> ea  (т. е. при eea /1> ) уравнение не 
имеет решений. 

Чтобы выяснить, какой из корней 21 ss  ,  является пределом по-

следовательности ,nx  необходимо рассмотреть два случая. 

Случай 1: .ea1 1/e≤≤  Пусть 1s  и 2s  — корни уравнения (4.21), 

где .112 >≥≥ ses  Докажем следующее утверждение. 

Утверждение. Последовательность nx  возрастает и ограничена 
сверху числом .1s  

Доказательство проведем методом математической индукции. 

При 1=n  имеем: ,0
1

1 1 xax =>=  т. е. утверждение верно. Пред-
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положим, что оно верно при ,kn =  т. е. 1−> kk xx . Поскольку при 

a > 1 функция xaxy =)(  возрастающая, то большему значению 
показателя степени соответствует большее значение функции. 

Следовательно 1−> kk xx aa , т. е. kk xx >+1 . Далее, при 1=n  име-
ем: 10 1 sx <= . Предположим, что при kn =  выполняется нера-

венство 1sxk < . Отсюда следует, что 1
1 saa sxk =< , т. е. 11 sxk <+ . 

Утверждение доказано. 

Согласно теореме К. Вейерштрасса, возрастающая и ограниченная 
сверху последовательность nx  имеет предел. Этот предел должен 

быть корнем уравнения (4.21). Очевидно, что пределом последова-
тельности nx  не может быть число 2s  (иначе нашлись бы члены 

последовательности nx , близкие к значению 2s , т. е. большие, 
чем 1s ). Итак, пределом последовательности nx  является число 1s , 

которое удовлетворяет неравенству .,7182821 1 ≈≤≤ es  Отсюда 
следует, что уравнение (4.20) не имеет корней. 

Случай 2: 0 < a < 1. В этом случае, как показал численный экспе-
римент, последовательность nx  немонотонная. Поэтому мы рас-
смотрим отдельно две ее подпоследовательности: 

 подпоследовательность nx2 , состоящую из членов с четными 

номерами; 

 подпоследовательность 12 −nx  из членов с нечетными номерами. 

Будем опираться на следующую лемму, которую приведем без 
доказательства. 
Лемма. Пусть последовательность nx  имеет предел s. Тогда 

любая ее подпоследовательность также имеет пределом число s. 

Предел обеих подпоследовательностей должен удовлетворять 
уравнению  

 .
saas =  (4.23) 
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Прологарифмируем дважды обе части уравнения (4.23) и запи-
шем его в виде  

 .0
ln

ln
ln

ln

1 =−





⋅ s

a

s

a
 (4.24)

 

Заметим, что любой корень уравнения (4.21) является также кор-

нем уравнения (4.23). При 0 < a < 1 функция sasy =)(  убываю-

щая, а функция ssy =)(  возрастающая, поэтому уравнение (4.21) 

имеет ровно один корень 10 <s  (рис. 4.35). Значит, при 10 << a  

уравнение (4.23) имеет, по крайней мере, один корень. Сущест-
вуют ли другие корни? Чтобы ответить на этот непростой вопрос, 
исследуем на интервале 0 < s < 1 функцию 

.)( s
a

s

a
s −






⋅=ϕ

ln

ln
ln

ln

1
 

 
Рис. 4.35 

При 0→s  имеем ,+∞→as ln/ln  поэтому .)(  −∞=ϕ
→

s
s
lim

0
 

При 1→s  имеем ,0ln/ln →as  поэтому .)(  +∞=ϕ
→

s
s
lim

1
 

Вычислим производную  

1
ln

1

ln

1 −
⋅

⋅=ϕ′
ssa

s)(  
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и рассмотрим асимптотику производной ).(sϕ′  При 0→s  нахо-
дим 0ln →⋅ ss *. При 1→s  также .0ln →⋅ ss  

Таким образом, на краях интервала (0; 1) +∞→ϕ′ )(s . Это озна-
чает, что на интервале (0; 1) функция )(sϕ′  сначала убывает,  
а затем возрастает. Найдем минимальное значение производ-
ной ).(sϕ′  Для этого вычислим вторую производную 

22 lnln

1ln

lnln

ln

)()(

)(
)(

ssa

s

ssa

ss
s

⋅⋅
+−=

⋅⋅

′⋅−=ϕ ′′ .  

Она равна нулю при ,es /1=  поэтому минимальное значение произ-
водной .ae ln/1min −−=ϕ′  Если 0min >ϕ′  (т. е. 0659880,≈> −eea ), 

то всюду на интервале (0; 1) функция )(sϕ′  положительная, и ее гра-
фик имеет вид, показанный на рис. 4.36, а. В этом случае функция 

)(sϕ  на всем интервале монотонно растет, следовательно, она прини-

мает значение ноль в единственной точке .0ss =  График функции 
)(sϕ  для этого случая показан на рис. 4.36, б. 

Итак, при 1<≤− ae e  уравнение (4.24) имеет единственный ко-
рень .0s  Осталось показать, что число 0s  является пределом 

подпоследовательностей nx2  и 12 −nx . 

      
а       б 

Рис. 4.36 

                                                           
* С помощью замены tes −=  получаем .)()( 0

0
=−=⋅ −

∞→→
t

ts
telimslnslim  
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Упражнение  1 
Докажите по индукции, что подпоследовательность х2n  убывает и 
ограничена снизу числом s0, а подпоследовательность х2n–1 воз-
растает и ограничена сверху числом s0.  

Указание  
Используйте тот факт, что s0 < 1 а также свойство убывающей 
функции y = ax: большему значению показателя степени соответ-
ствует меньшее значение функции. 

Нам осталось выяснить поведение функции )(sϕ  при 

.eea −<<0  В этом случае ,0min <ϕ′  поэтому равенство 0=ϕ′ )(s  

выполняется в двух точках 1λ  и .2λ  График )(sϕ′  для этого 
случая имеет вид, показанный на рис 4.37, а. Нетрудно устано-
вить, что при 1λ=s  функция )(sϕ  достигает максимума, а при 

2λ=s  — минимума. 

                
а                      б 

Рис. 4.37 

Покажем, что ,)( 00 <ϕ′ s  и график функции )(sϕ  имеет вид, по-
казанный на рис. 4.37, б. Это означает, что уравнение (4.12) по-
мимо корня s0 имеет еще два корня s1 и s2, причем 201 sss << . 

Заметим, что .eass −<= ln/ln 00  Функция sssy /ln=)(  моно-
тонно возрастает на интервале (0, 1), причем значение e−  дос-
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тигается при .1−= es  Поскольку )()( 1
0

−< eysy , то ,1
0

−< es  

т. е. .1ln 0 −<s  Отсюда следует, что .1ln 0
2 >s  Таким образом, 

действительно, 

.)( 01
ln

1
1

lnln

1

0
2

00
0 <−=−

⋅⋅
=ϕ′

sssa
s  

 

Упражнение  2 
Докажите по индукции, что подпоследовательность х2n убывает и 
ограничена снизу числом s2. Докажите, что подпоследователь-
ность х2n–1 возрастает и ограничена сверху числом s1. Тем самым 
будет доказано, что последовательность хn не имеет предела. 

 

Подведем итоги. При eea /11 ≤≤  последовательность nx  сходит-

ся к меньшему из двух корней уравнения (4.21). При 1<≤− ae e  
последовательность nx  сходится к единственному корню урав-

нения (4.21). При остальных значениях a последовательность nx  
не имеет предела. 

Задачи для самостоятельного решения  

Задача 1. На параболе 2xy =  взяты точка А(–1; 1) и точка В(2;  4). 

Найдите на дуге АВ параболы такую точку С, чтобы площадь 
треугольника АВС была наибольшей. 

Задача 2. Найдите )(2f ′ , где  

. )()()( 




 +⋅−++⋅−= 7 53 2 222 xxxxxxxxf  

Задача 3. Известно, что в точке x = 0 касательные к графикам 
функций )(  ),( xgxf  и )()()( xgxfxh /=  пересекают ось абсцисс 
под одним и тем же углом. Найдите наибольшее значение ).(0f  
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Задача 4. Сколько корней в зависимости от параметра a имеют 
уравнения: а) aaxe x ++= 12 ; б) axex = ? 

Задача 5. При каких значениях параметра a уравнение xeax sin=  
имеет один корень на интервале [ ]π ,0 ? 

Задача 6. При каких значениях параметра a уравнение axx =  ln  

имеет ровно три корня? 

Задача 7. Сколько положительных корней имеет уравнение 
nx xn = ? (n — натуральное число больше единицы). 

Задача 8. Найти максимальный член последовательности 

., n
n nx 11/2=  

Задача 9. На окружности радиусом 1 взята точка А. На каком 
расстоянии от точки А нужно провести хорду ВС параллельно 
касательной в точке А, чтобы площадь треугольника АВС была 
наибольшей? 

Задача 10. В следующих уравнениях выражения ),( xf∞  содер-
жащие бесконечное число операций, следует понимать как пре-
дел последовательности )( xfn  при .∞→n  В каждой из предла-
гаемых задач нужно провести исследование: определить 
функцию ),( xf  затем найти все "подозрительные" значения x и 
доказать существование предела. 

132 =+++++ nxxxx  

3=xxx  

2=+++ xxx  

 6333 =+++ xxx  

14222 =+++ xx  
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